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Prefacio 


El enfoque general de este libro es el mismo de las ediciones an- 
teriores. De acuerdo con Aristóteles, consideramos a la lógica desde 
dos puntos de vista distintos: Por un lado, la lógica es un instrumento 
orgánico para apreciar (o evaluar) la corrección del razonamiento; 
por otro lado, los principios y los métodos de la lógica usada como 
un instrumento orgánico son temas de interés e importancia para 
investigarlos en forma sistemática. Este enfoque dual de la lógica 
es, en especial, apropiado para la lógica simbólica moderna. A tra- 
vés del desarrollo de sus símbolos especiales la lógica ha llegado 
a ser incomparablemente más poderosa como instrumento de aná- 
lisis y deducción. Y los principios y los métodos de la lógica simbó- 
lica se investigan de manera fructífera por medio del estudio de los 
sistemas logísticos. 


En la primera mitad de este libro, los Caps. 1 a 5, se presentan 
las notaciones, los métodos y principios estándar de la lógica sim. 
bólica que se usan al determinar la validez o invalidez de los ar 
gumentos. En esta parte se consideran sucesivamente los modos 
cada vez más complejos de argumentación: primero aquellos cuya 
validez tiene que ver con los compuestos función de verdad* de 
enunciados simples; después, los que involucran los tipos más sim- 
ples de cuantificación; luego las cuantificaciones múltiples más com- 
plejas, y por último, los argumentos relacionales. Se introducen los 
métodos estándar de las tablas de verdad, las reglas de inferencia, 
los modos de prueba condicional e indirecto y la teoría de la cuanti- 
ficación por medio de las técnicas de “deducción natural”. Se desarro- 
lla en un capítulo aparte la lógica de las relaciones, que incluye la 
teoría de la identidad, las descripciones definidas, los predicados de 
tipo superior y la cuantificación de las variables predicativas Se in- 
cluyen numerosos ejercicios para ayudar al estudiante a adquirir un 
dominio práctico del material. 


* También se llama a esta composición, composición veritativo-funcional. (N. del T.) 
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La segunda mitad del libro contiene un tratamiento sistemático 
de los principios lógicos que se usan en la primera mitad. Después de 
un breve estudio de los sistemas deductivos en general, se desarro 
lla un cálculo proposicional de acuerdo con los estándares de rigor 
modernos más elevados, y se prueba que es consistente y completo. 
Se presentan notaciones y fundamentos axiomáticos alternativos para 
los cálculos proposicionales, y entonces, se desarrolla un cálculo 
funcional de primer orden. Se muestra que este último es equivalente 
a los métodos de “deducción natural” de la primera mitad del libro, y 
también se demuestra que es consistente y completo, 

Hay tres apéndices: el primero presenta las Expansiones Boolea- 
nas como un método algebraico de evaluación de la corrección de 
los argumentos función de verdad; el segundo trata del álgebra 
de clases, y el tercero de la teoría ramificada de los tipos. 

Esta cuarta edición de Lógica Simbólica difiere de las anteriores 
en muchos aspectos. Uno es de organización puramente: la regla 
de Prueba Condicional Reforzada pasa del Cap. 4 al Cap. 3, donde se 
le puede usar al trabajar con argumentos puramente de función de 
verdad. Otros aspectos en que la nueva edición difiere son los si- 
guientes. En la Sec. 1.2 hay un examen un tanto más cuidadoso 
de las distinciones entre enunciados, proposiciones y oraciones, En 
la Sec. 2.1 se presta atención al papel que desempeñan palabras 
como “o”, “ni”, “ambos” y frases como “ni ...ni. y “a menos 
que” y al significado que tiene la posición que ocupa la palabra “no” 
en enunciados compuestos. En la Sec. 2.3 se enuncia más explícita- 
mente lo que se supone al desarrollar la lógica de las funciones de 
verdad. En la Sec. 3.2 se sugieren otras reglas prácticas para encon- 
trar las pruebas formales de validez. En la Sec, 7.6 se da una mejor 
prueba del Metateorema V. En la Sec. 8,2 señalamos el peligro de 
la definición “creativa” y se presenta una prueba diferente de la com- 
pletud deductiva del sistema de Hilbert-Ackermann que da al estu- 
diante una visión de dos métodos independientes y muy distintos 
para establecer resultados de completud deductiva de cálculos pro- 
posicionales. En la Sec. 9.1 hay una prueba más sencilla de consis- 
tencia para el cálculo de primer orden. Se agrega una nueva Sec. 
9.7 en la que se deriva la teoría de la identidad a partir de un solo 
esquema de axioma adicional, siguiendo una sugestión del profesor 
Hao Wang. 

La primera mitad del libro está escrita para ayudar a los estu- 
diantes a adquirir dos habilidades distintas. Una es la habilidad de 
analizar enunciados y argumentos del lenguaje ordinario y traducir- 
los a las notaciones de la lógica simbólica, La otra es la habilidad 
para aplicar las técnicas y los métodos de la lógica simbólica a la 
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determinación de la validez o invalidez de los argumentos ya simbo- 
lizados. Cuando en un problema se necesitan las dos técnicas, un 
error de traducción puede anular el ejercicio de apreciación de la 
validez. En consecuencia, se proponen más ejercicios para ayudar 
al estudiante a desarrollar estas habilidades por separado. Más ejer- 
cicios de simbolización se han insertado en los Caps. 2, 4 y 5 y 
nuevos argumentos ya simbolizados se insertaron en los Caps. 3, 
4 y 5 como ejercicios de apreciación de la validez, En esta nueva 
edición aparecen más de doscientos nuevos ejercicios: ejercicios 
de traducción al lenguaje simbólico y ejercicios de estimación de la 
validez, algunos ejercicios nuevos para ayudar al estudiante a reco- 
nocer las formas y las formas específicas de los enunciados y los 
argumentos; y algunos respecto a diferentes sistemas de axiomas 
de los cuales hay que probar la independencia, la consistencia y la 
completud. 


Numerosos profesores de lógica han tenido la amabilidad de su- 
gerir maneras de mejorar el libro. He considerado con sumo interés 
todos los consejos recibidos, aunque no he podido incorporar todos 
los cambios sugeridos. Por las útiles sugestiones comunicadas estoy 
de manera especial agradecido con el profesor Alan Ross Ander- 
son de la Universidad de Pittsburgh, Lynn Aulick del Cedar Crest 
College, William F. Barr del State University of New York College 
en Cortland, Walter A. Bass de la Universidad Estatal de Indiana, 
Robert W. Beard de la Universidad Estatal de Florida, Richard 
Beaulieu de París, James C. Bohan “Jr., de la Universidad Estatal de 
Wichita, Murray Braden del Malcalyster College, Lorin Browning 
del College of Charleston, Mario Bunge de la Universidad McGill, 
David R. Dilling del Grace College, Earl Eugene Eminhizer de la Uni- 
versidad Estatal de Youngstown, Barry R, Gross del York College, 
Universidad de la Ciudad de Nueva York, Herbert Guerry de la Uni- 
versidad Estatal de Idaho, James N. Hullett de la Universidad de 
Boston, R. Jennings de la Universidad Simon Fraser, Robert W. 
Loftin de la Universidad Stetson, Warren Matthews del Old Dominion 
College, Robert W, Murungi de la Universidad de Dubuque, Jean 
Porte del Centre National de la Recherche Scientifique, Samuel A. 
Richmond de la Universidad Estatal de Cleveland, Donald Scherer 
de la Universidad Bowling Green, Anjan Shukla de la Universidad de 
Hawaii, Leo Simons de la Universidad de Cincinnati, Frederick Suppe 
de la Universidad de Illinois, Norman Swartz de la Universidad Si- 
mon Fraser, William J. Thomas de la Universidad de Carolina del 
Norte en Charlotte, William C. Wilcox de la Universidad de Missouri 
y Jason Xenakis de la Universidad Estatal de Louisiana. 
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Desearía expresar mi agradecimiento a mi hija Margaret Copi 
y a la Srita. Karen Lee por su ayuda en la lectura de las pruebas. 

Ante todo, agradezco profundamente a mi esposa su aliento y 
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Introducción: 
La Lógica y el Lenguaje 


1.1. ¿Qué es la Lógica? 


Es fácil hallar respuestas a la pregunta “¿Qué es la Lógica?” 
Según Charles Peirce, “Se han dado casi un centenar de definiciones 
de ella”.: Pero Peirce continúa diciendo: “Sin embargo, se concederá 
generalmente que su problema central es la clasificación de los 
argumentos, de modo que todos los que sean malos se pongan de 
un lado y los que sean buenos del otro ...” 

El estudio de la Lógica, entonces, es el estudio de los métodos 
y principios usados al distinguir entre los argumentos correctos 
(buenos) y los argumentos incorrectos (malos). Con esta defini- 
ción no se intenta implicar, desde luego, que uno puede hacer la 
distinción sólo si ha estudiado lógica. Pero el estudio de ésta 
ayudará a distinguir entre los argumentos correctos y los incorrec- 
tos, y lo hará de varias maneras. Ante todo, en el estudio propio 
de la lógica, ésta se aborda como un arte y como una ciencia y el 
estudiante hará ejercicios en todas las partes de la teoría estudiada. 
Aquí, como en cualquier parte, la práctica ayudará a alcanzar la 
perfección. En segundo lugar, el estudio de la lógica, especialmente 
la lógica simbólica, como el estudio de cualquier ciencia exacta in- 
crementará la capacidad de razonamiento. Y por último, el estudio 
de la lógica dará al estudiante ciertas técnicas para probar la vali- 
dez de todos los argumentos, incluyendo los suyos. Este conocimiento 
tiene valor porque cuando los errores son de fácil detección es menos 
probable que se cometan. 

La lógica se ha definido con frecuencia como la ciencia del 
razonamiento. Esta definición, aunque da una clave a la naturaleza 


1 “Logic” en el Dictionary of Philosophy and Psychology, editado por James Mark 
Baldwin, New York, The Macmillan Company, 1925. 
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de la lógica, no es muy exacta. El razonamiento es la clase espe- 
cial de pensamiento llamada inferencia, en la que se sacan conclu- 
siones partiendo de premisas. Como pensamiento, sin embargo, no es 
campo exclusivo de la lógica, sino parte también de la materia de 
estudio del psicólogo. Los psicólogos que examinan el proceso del 
razonamiento lo encuentran en extremo complejo y altamente emo- 
cional, consistente en torpes procedimientos de prueba y error 
iluminados por súbitas —y a veces en apariencia inconsecuentes— 
visiones internas. Todos son de importancia para la psicología. Pero 
el lógico no se interesa en el proceso real del razonamiento. A él le 
importa la corrección del proceso completado. Su pregunta siempre 
es: ¿se sigue la conclusión alcanzada de las premisas usadas O 
supuestas? Si las premisas son un fundamento adecuado para 
aceptar la conclusión, sí afirmar que las premisas son verdaderas 
garantiza el afirmar la verdad de la conclusión, entonces el razona- 
miento es correcto. De otra manera es incorrecto. Los métodos y 
técnicas del lógico se han desarrollado primordialmente con el 
Objeto de aclarar la distinción. El lógico se interesa en todo razona- 
miento, sin atender al contenido del mismo, sino sólo desde este 
punto de vista especial. 


1.2. La Naturaleza del Argumento 


La inferencia es una actividad en la que se afirma una propo- 
sición sobre la base de otra u otras proposiciones aceptadas como el 
punto de partida del proceso, Al lógico no le concierne el proceso 
de inferencia, sino las proposiciones iniciales y finales de ese pro- 
ceso y las relaciones entre ellas. 

Las proposiciones son o verdaderas o falsas, y en esto difieren 
de las preguntas, órdenes y exclamaciones. Los gramáticos clasifi- 
can las formulaciones lingúísticas de las proposiciones, preguntas, 
órdenes y exclamaciones, en oraciones declarativas, interrogativas, 
imperativas y exclamatorias, respectivamente. Estas nociones son 
familiares. Es costumbre distinguir entre las oraciones declarativas 
y las proposiciones que se afirman al pronunciar aquéllas. La dis- 
tinción se hace resaltar observando que una oración declarativa es 
siempre parte de un lenguaje, lengua en que se dice o se escribe, 
mientras que las proposiciones no son privativas de ninguna de 
las lenguas en que se expresen. Otra diferencia es que la misma 
oración articulada en diferentes contextos puede afirmar diferentes 
proposiciones. (Por ejemplo, la oración “Tengo hambre”, puede ser 
proferida por personas diferentes haciendo aserciones diferentes. ) 
La misma clase de distinción puede establecerse entre las oracio- 
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nes y los enunciados, Puede hacerse el mismo enunciado utilizando 
palabras diferentes, y la misma Oración puede ser dicha en contex- 
tos diferentes para hacer enunciados diferentes. Los términos “enun- 
ciado” y “proposición” no son sinónimos exactos, pero en los escritos 
de los lógicos se usan más o menos en el mismo sentido. En este 
libro se usarán los dos térmimos. En los capítulos siguientes usare- 
mos también el término “enunciado” (especialmente en los Caps. 
2y3) y el término “proposición” (especialmente en los Caps. 4 y 5) 
refiriéndonos a las oraciones en las que se expresan los enunciados 
(y las proposiciones). En cada caso, el significado quedará claro 
por el contexto. 

A cada inferencia posible corresponde un argumento, y de estos 
argumentos trata la lógica primordialmente. Un argumento puede 
definirse como un grupo cualquiera de proposiciones o enunciados 
de los cuales se afirma que hay uno que se sigue de los demás, 
considerando éstos como fundamento de la verdad de aquél. La 
palabra argumento también tiene otros significados en su uso co- 
tidiano, pero en la lógica tiene el sentido técnico explicado. En los 
capítulos que siguen usaremos también la palabra argumento en 
un sentido derivado para referirmos a una oración cualquiera oO 
colección de oraciones en que está formulado o expresado un argu- 
mento. Cuando así lo hagamos, presupondremos que la claridad 
del contexto permite asegurar que al pronunciar esas oraciones se 
hacen enunciados únicos o se afirman proposiciones únicas. 


Todo argumento tiene una estructura, en cuyo análisis usual- 
mente se emplean los términos “premisa” y “conclusión”. La con- 
clusión de un argumento es la proposición afirmada basándose en 
las otras proposiciones del argumento y estas otras proposiciones 
que se afirman como fundamento o razones para la aceptación de 
la conclusión son las premisas de ese argumento, 


Notemos que “premisa” y “conclusión” son términos relativos, 
en el sentido de que la misma proposición puede ser premisa en un 
argumento y conclusión en otro. Así, Todos los hombres son mor- 
tales, es premisa en el argumento 


Todos los hombres son mortales. 
Sócrates es un hombre. 
Por lo tanto, Sócrates es mortal. 


y conclusión en el argumento 


Todos los animales son mortales. 
Todos los hombres son animales. 
Luego, todos los hombres son mortales. 
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Toda proposición puede ser premisa o conclusión, dependiendo del 
contexto. Es una premisa cuando se presenta en un argumento en 
el que se le supone para demostrar alguna otra proposición, y es 
una conclusión cuando se presenta en un argumento que se pre- 
tende la demuestra basándose en las otras proposiciones que se 
suponen. 

Es costumbre distinguir entre argumentos deductivos e induc- 
tivos. En todos los argumentos se pretende que las premisas propor- 
cionan algún fundamento para la verdad de sus conclusiones, pero 
sólo en un argumento deductivo se pretende que sus premisas pro- 
veen un fundamento absolutamente concluyente. Los términos téc- 
nicos “válido” e “inválido” se usan en lugar de “correcto” e “inco- 
rrecto” al caracterizar los argumentos deductivos, Un argumento 
deductivo es válido cuando sus premisas y conclusión están relacio- 
nadas de modo tal que es absolutamente imposible que las premisas 
sean verdaderas, a menos que la conclusión lo sea también. La tarea 
de la lógica deductiva es la de aclarar la naturaleza de la relación 
que existe entre premisas y conclusión en un argumento válido, y 
proporcionar las técnicas de discriminación entre los válidos y los 
inválidos. 

En los argumentos inductivos sólo se pretende que sus premisas 
proporcionan algún fundamento para sus conclusiones. Ni el tér- 
mino “válido” ni su opuesto “inválido” se aplican con propiedad a los 
argumentos inductivos. Los argumentos inductivos difieren entre sí 
en el grado de verosimilitud o probabilidad que sus premisas con- 
fieren a sus conclusiones, y se les estudia en la lógica inductiva. 
Pero en este libro nos ocuparemos solamente de los argumentos de- 
ductivos y usaremos la palabra “argumento” en referencia exclusiva 
a los argumentos deductivos. 


1.3. Verdad y Validez 


La verdad y falsedad caracterizan las proposiciones o los enun- 
ciados, y puede decirse, en sentido derivado, que caracterizan las 
oraciones declarativas en que se les formula. Pero los argumentos 
no se caracterizan propiamente por cuanto que son verdaderos ou 
falsos, Por otro lado, la validez y la invalidez caracterizan los argu- 
mentos más bien que las proposiciones o los enunciados.? Hay una 
conexión entre la validez o invalidez de un argumento y la verdad 
OR lógicos usan el término “válido” para caracterizar enunciados que son lógica: 


mente verdaderos, como se explicará en la Sec. 9.6 del Cap..9. Sin embargo, por ahora 
aplicamos los términos “válido” e “inválido” exclusivamente a los argumentos. 
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o falsedad de sus premisas y conclusión, pero esta conexión no es 
de ningún modo una conexión simple. 

Algunos argumentos válidos solamente contienen proposiciones 
verdaderas, como, por ejemplo, 


Todos los murciélagos son mamíferos. 
Todos los mamíferos tienen pulmones. 
Luego, todos los murciélagos tienen pulmones. 


Pero un argumento puede contener proposiciones falsas exclusiva- 
mente y ser válido a pesar de todo, como, por ejemplo, 


Todas las truchas son mamíferos. 
Todos los mamíferos tienen alas. 
Luego, todas las truchas tienen alas. 


Este argumento es válido porque si sus premisas fuesen verdaderas 
su conclusión tendría que ser verdadera también, aunque de hecho 
son falsas. Estos dos ejemplos muestran que, aunque algunos argu- 
mentos válidos tienen conclusiones verdaderas, no todos las tienen 
verdaderas. La validez de un argumento no garantiza la verdad de 
su conclusión. 

Cuando consideramos el argumento 


Si soy presidente entonces soy famoso. 
Yo no soy presidente. 
Por tanto, yo no soy famoso. 


Podemos ver que aunque tanto las premisas como la conclusión son 
verdaderas, es un argumento inválido. Su invalidez se hace obvia al 
compararlo con otro argumento de la misma forma: 


Si Rockefeller es presidente, entonces es famoso. 
Rockefeller no es presidente. 
Luego, Rockefeller no es famoso. 


Este argumento es claramente inválido, puesto que sus premisas 
son verdaderas pero su conclusión es falsa. Los dos últimos ejem- 
plos muestran que aun cuando algunos argumentos inválidos tienen 
conclusiones falsas no todos las tienen falsas. La falsedad de su 
conclusión no garantiza la invalidez de un argumento. Pero la fal- 
sedad de su conclusión sí garantiza que o el argumento es inválido 
o por lo menos una de sus premisas es falsa. 

Hay dos condiciones que debe satisfacer un argumento para 
establecer la verdad de su conclusión. Debe ser válido y todas 
sus premisas deben ser verdaderas, Al lógico sólo atañe una de estas 
condiciones. Determinar la verdad o falsedad de las premisas es ta- 
rea de la investigación científica en general, pues las premisas 
pueden tratar de cualquier asunto. Pero determinar la validez o in- 
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validez de los argumentos es el campo especial de la lógica deductiva. 
Al lógico le interesa la cuestión de la validez aun para argumentos 
cuyas premisas puedan ser falsas. 


Podría cuestionarse la legitimidad de ese interés, Podría sugerirse 
que se confinara nuestra atención sólo o los argumentos de premisas 
verdaderas. Pero es frecuentemente necesario depender de la validez 
de argumentos cuyas premisas son de verdad desconocida. Los cien- 
tíficos modernos investigan sus teorías deduciendo conclusiones de 
las mismas que predicen el comportamiento de fenómenos obser- 
vables en el laboratorio o el observatorio. La conclusión se pone a 
prueba entonces directamente por observación y, si es verdadera, 
esto tiende a confirmar la teoría de donde se dedujo, pero si es 
falsa queda refutada la teoría. En uno y en otro caso el científico 
tiene un interés vital en la validez del argumento por el que la 
conclusión puesta a prueba se deduce de la teoría investigada; por- 
que si el argumento es inválido, su procedimiento es inútil, Lo que 
precede es una descripción sobresimplificada del método científico, 
pero sirve para mostrar que las cuestiones de validez son importan- 
tes aun en argumentos de premisas falsas. 


1.4. Lógica Simbólica 


Se ha explicado que a la lógica le conciernen los argumentos y 
que éstos contienen proposiciones o enunciados como sus premisas 
y conclusiones. Estas últimas no son entidades lingúísticas, como 
las oraciones declarativas, sino más bien son lo que las oraciones 
declarativas típicamente afirman al ser artículadas. Sin embargo, la 
comunicación de proposiciones y argumentos requiere el uso del 
lenguaje, y esto complica nuestro problema. Los argumentos formu- 
lados en inglés o cualquier otro lenguaje natural son de difícil 
evaluación debido a la vaga y equívoca naturaleza de las palabras 
en que se expresan, la ambigiiedad de su construcción, sus expre- 
siones idiomáticas, que Pueden interpretarse mal, y su estilo me- 
tafórico agradable por un lado, pero engañoso por otro. Sin embargo 
la resolución de estas dificultades no es el problema central para el 
lógico, porque aun ya resueltas queda todavía el problema de decidir 
la validez o la invalidez del argumento. 

Para evitar las dificultades periféricas ligadas al lenguaje ordi- 
nario, los trabajadores de las ciencias han desarrollado vocabularios 
técnicos especializados. El científico economiza el espacio y el 
tiempo requeridos para la escritura de sus reportes y teorías adop- 
tando símbolos especiales para expresar ideas que de otra manera 
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requerirían una larga sucesión de palabras familiares para su for- 
mulación. Esto tiene la ventaja adicional de reducir la cantidad de 
atención requerida, puesto que cuando una oración o ecuación 
se alarga demasiado se hace más difícil captar su significado. La 
introducción del símbolo exponente en las matemáticas permite ex- 
presar la ecuación 


AXAXAXAXAXAXAXAXAXAXAXA=BXBXBXBXBXxBXB 


más breve e inteligiblemente como 

AR— B 
Una ventaja sernejante se ha logrado usando las fórmulas gráficas 
en la química orgánica; y el lenguaje de cualquier ciencia avanzada 
se ha visto enriquecido por innovaciones simbólicas similares. 

La lógica también ha desarrollado un sistema de notación téc- 
nica especial. Aristóteles hacía uso de ciertas abreviaciones para 
facilitar sus investigaciones, y la lógica simbólica moderna ha crecido 
con la introducción de otros muchos símbolos especiales, La dife- 
rencia entre la lógica nueva y la antigua es más una cuestión de 
grado que de naturaleza, pero la diferencia de grado es tremenda. 
La lógica simbólica moderna es incomparablemente más poderosa 
como herramienta de análisis y deducción a través del desarrollo 
de un lenguaje técnico propio, Los símbolos especiales de la lógica 
moderna nos permiten exhibir con mayor claridad las estructuras 
lógicas de argumentos cuya formulación puede quedar oscura en 
el lenguaje ordinario. Es una tarea más fácil la de dividir los argu- 
mentos en válidos e inválidos cuando se les expresa con el lenguaje 
simbólico especial, pues en éste no se dan los problemas periféricos 
de vaguedad, ambigiedad, peculiaridades idiomáticas, metáforas y 
anfibología.* La introducción y utilización de símbolos especiales 
sirve no sólo para facilitar la evaluación de los argumentos, sino 
también para aclarar la naturaleza de la inferencia deductiva, 

Los símbolos especiales de la lógica se adaptan mucho mejor 
que el lenguaje ordinario a la obtención de las inferencias. Su su- 
perioridad en este respecto es comparable a aquella de que gozan 
los numerales arábigos sobre los más antiguos numerales romanos, 
tratándose de la computación. Es fácil multiplicar 148 por 47, pero 
muy difícil computar el producto de CXLVIMI y XLVII. De manera 
semejante, la obtención de inferencias y la evaluación de los argu- 
mentos se ve grandemente facilitada con la adopción de una no- 
tación lógica especial. Citando a Alfred North Whitehead, quien 
hizo importantes contribuciones al avance de la lógica simbólica: 


+ Ambigiedad de proposiciones. Reservamos ambigiledad, para los términos. (N. del T.) 
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. con la ayuda del simbolismo podemos hacer, casi mecánicamente, 
transiciones en el razonamiento por el medio visual, las que, de otro modo, 
pondrían en juego las más elevadas facultades cerebrales. 


2 An Introduction to Mathematica por A. N. Whitehead, Oxford, Eng., Oxford Univer- 
ity Press, 1911. 


Argumentos 
que Contienen 
Enunciados Compuestos 


2,1, Enunciados Simples y Compuestos 


Todos los enunciados pueden dividirse en dos clases: simples y 
compuestos. Un enunciado simple es uno que no contiene otro enun- 
ciado como parte componente, mientras que todo enunciado com- 
puesto contiene otro enunciado como componente. Por ejemplo, “Las 
pruebas de armas nucleares en la atmósfera serán interrumpidas 
o este planeta se hará inhabitable” es un enunciado compuesto cu- 
yos componentes son los dos enunciados simples “Las pruebas de 
armas nucleares en la atmósfera serán interrumpidas” y “este pla- 
neta se hará inhabitable”. Las partes componentes de un enunciado 
compuesto pueden a su vez ser enunciados compuestos, desde luego. 
Ahora veremos algunas de las maneras diferentes de combinar los 
enunciados en enunciados compuestos. 

El enunciado “Lasrosas son rojas y las violetas son azules” es una 
conjunción, un enunciado compuesto que se forma insertando la 
palabra “y” entre los dos enunciados, Dos enunciados así combi- 
nados se llaman enunciados conyuntos. Sin embargo, la palabra “y” 
tiene otros usos, como en el enunciado “Cástor y Pólux eran geme- 
los” que no es compuesto, sino un enunciado simple que afirma 
cierta relación. Introducimos el punto “.» como un símbolo especial 
para combinar enunciados conjuntivamente. Usándolo, la conjunción 
precedente se escribe “Las rosas son rojas. las violetas son azules”. 
Si p y q son dos enunciados cualesquiera su conjunción se escribe 
pg. 

Cada enunciado es o verdadero o falso, de modo que se puede 
hablar del valor de verdad de un enunciado, siendo el valor de ver- 
dad de un enunciado verdadero, verdadero y el valor de verdad de 
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un enunciado falso, falso. Hay dos amplias categorías en las que 
pueden dividirse los enunciados compuestos de acuerdo con que exis- 
ta o no una conexión necesaria entre el valor de verdad del enun- 
ciado compuesto y los valores de verdad de sus enunciados compo- 
nentes. El valor de verdad del enunciado compuesto “Smith cree 
que el plomo es más pesado que el zinc” es completamente indepen- 
diente del valor de verdad de su enunciado componente simple “el 
plomo es más pesado que el zinc”, pues las personas tienen creen- 
cias correctas tanto como creencias equivocadas. Por otro lado, hay 
una conexión necesaria entre el valor de verdad de una conjunción 
y los valores de verdad de sus enunciados conyuntos. Una conjun- 
ción es verdadera si sus conyuntos son ambos verdaderos, pero es 
falsa en cualquier otra circunstancia. Cualquier enunciado compuesto 
cuyo valor de verdad está determinado completamente por los va- 
lores de verdad de sus enunciados componentes es un enunciado 
compuesto función de verdad.* Los únicos enunciados compuestos 
que aquí consideraremos serán enunciados compuestos función de 
verdad. Por lo tanto, en el resto de este libro usaremos el término 
“enunciado simple” para referirnos a cualquier enunciado que no 
sea compuesto función de verdad. 

Como las conjunciones son enunciados compuestos función 
de verdad nuestro símbolo es un conectivo de función de verdad (o 
veritativo funcional, como también se dice). Dados dos enunciados 
p y q hay solamente cuatro conjuntos de valores de verdad para ellos, 
y en cada caso el valor de verdad de su conjunción pq está deter- 
minado de manera única, Los cuatro casos posibles pueden exhibirse 
como a continuación: 

en el caso p es verdadero y q es verdadero, p - q es verdadero; 

en el caso p es verdadero y q es falso, p- q es falso; 

en el caso p es falso y q es verdadero, pq es falso; 

en el caso p es falso y q es falso, p.q es ralso. 
Al representar los valores de verdad verdadero y falso con las letras 
“TI” y “F”, respectivamente, la manera en que el valor de verdad de 
una conjunción queda determinado por los valores de verdad de sus 
conyuntos se muestra de manera más concisa por medio de una 
tabla de verdu:, como sigue: 


p q pig 
T T T 
T F F 
F T F 
F F F 


* También se dice que esa composición es verificativo-funcional. (N. del T.) 
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Ya que especifica el valor de verdad de p-q en cada caso posible, 
esta t.'ua de verdad se puede tomar como definición del símbolo 


» 


punto. Otras palabras tales como “además”, “también”, “pero”, “aún”, 
“aunque”, “sin embargo”, etc., y hasta la coma y el punto y coma, se 
utilizan también para conjuntar dos enunciados en un compuesto 
y todos ellos pueden traducirse indiferentemente como el símbolo 
punto en lo que respecta a los valores de verdad. 

El enunciado “No es el caso que el plomo sea más pesado que el 
oro” también es compuesto siendo la negación (o el contradictorio” 
de su enunciado compuesto único “el plomo es más pesado que el 
oro”. Introducimos el símbolo “-”, llamado una tilde, para simbo- 
lizar la negación. Hay frecuentemente otras formulaciones en len- 
guaje ordinario, de una negación. Así, si L simboliza el enunciado 
“el plomo es más pesado que el oro”, los enunciados diferentes “no 
es el caso que el plomo sea más pesado que el oro”, “es falso que el 
plomo sea más pesado que el oro”, “no es verdad que el plomo sea 
más pesado que el oro”, “el plomo no es más pesado que el oro”, se 
simbolizan todos indiferentemente como —L. Más generalmente, 
si p es cualquier enunciado su negación se escribe —p. Como la 
negación de un enunciado verdadero es un enunciado falso y la ne- 
gación de un enunciado falso es uno verdadero, podemos tomar 
la siguiente tabla de verdad como definición del símbolo tilde: 


p =p 
T F 
F T 


Cuando dos enunciados se combinan disyuntivamente insertando 
la palabra “o” entre ellos, el enunciado compuesto que resulta es una 
disyunción (o alternación) y los dos enunciados así combinados se 
llaman disyuntos (o alternativos). La palabra “o” tiene dos sentidos 
diferentes, uno de los cuales es la clara intención en el enunciado 
“Se perderá derecho a recompensas en caso de enfermedad o desem.- 
pleo”. Aquí la intención es obviamente cancelar el derecho a premios 
no sólo para las personas enfermas y las personas desempleadas 
sino también para las personas que están enfermas y desemplea- 
das. Este sentido de la palabra “o” se denomina débil o inclusivo. En 
donde la precisión sea esencial, como en los contratos y otros docu- 
mentos legales, este sentido se hace explícito usando la frase “y/o”. 


Es otro el sentido de “o” que se intenta dar en el menú de un 
restaurante escribiendo “té o café”, queriendo decir que por el precio 
estipulado el cliente puede tomar café o té pero no ambos. Este 
segundo sentido de “o” es llamado fuerte o exclusivo. En donde la 
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precisión es esencial y se quiere dar el sentido exclusivo a la palabra 
“o” suele agregarse la frase “pero no ambos”. 

Una disyunción que usa el “o” inclusivo afirma que por lo menos 
uno de los enunciados disyuntos es verdadero, mientras que una 
disyunción que use el “o” exclusivo afirma que por lo menos uno de 
los disyuntos es verdadero, pero no ambos son verdaderos, El signi- 
ficado común parcial, que al menos un disyunto es verdadero, es el 
significado todo de una disyunción inclusiva y parte del significado 
de una disyunción exclusiva. 

En latín la palabra “vel” expresa el sentido inclusivo de la pala- 
bra “o” y la palabra “aut” expresa el sentido exclusivo. Es costumbre 
usar la primera letra de “vel” para simbolizar “o” en su sentido in- 
clusivo. Si p y q son dos enunciados cualesquiera, su disyunción débil 
o inclusiva se escribe p v q. El símbolo “v”, denominado una cuña 
(o una ve), es un conectivo de función de verdad y se define por la 
tabla de verdad siguiente: 


p q pvyq 
T T T 
T F T 
F T T 
F F F 


Un argumento que obviamente es válido y contiene una disyun- 
ción es el siguiente Silogismo Disyuntivo: 
Las Naciones Unidas serán reforzadas o habrá una tercera guerra mundial. 


Las Naciones Unidas no serán reforzadas. 
Luego habrá una tercera guerra mundial. 


Es evidente que un Silogismo Disyuntivo es válido en cualquiera de 
las interpretaciones de la palabra “o”, esto es, sin atención a que su 
primera premisa afirme una disyunción inclusiva o exclusiva. 
Es usualmente difícil, y a veces imposible, descubrir cuál es el sen- 
tido de la palabra “o” que se intenta dar en una disyunción. Pero el 
argumento válido típico que tiene una disyunción como premisa es, 
como el Silogismo Disyuntivo, válido en cualquier interpretación 
de la palabra “o”. Por lo tanto, efectuamos una simplificación al 
traducir cualquier ocurrencia de la palabra “o” en el símbolo lógico 
“v” —sin atención al sentido que se quiera dar a “o”—. Desde luego, 
en donde se establezca explícitamente que la disyunción es exclusiva, 
usando la frase adicional “pero no ambos”, por ejemplo, tenemos el 
aparato simbólico para simbolizar este sentido, como se explicará 
más adelante. 

El uso de los paréntesis, corchetes y llaves para la puntuación de 
las expresiones matemáticas es familiar. La expresión “6 + 9 = 3”, 
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no determina un número único, aunque si la puntuación aclara 
cómo agrupar los números que la constituyen, denota 5 o 9, La 
puntuación es necesaria también para resolver la ambigiedad en el 
lenguaje de la lógica simbólica, porque los enunciados compuestos 
son susceptibles de combinaciones para formar enunciados más com- 
plicados. Hay ambigiedad en p-:qvr, que podría ser o la conjun- 
ción de p con q v r,o por otro lado, la disyunción de p - q con r. Estos 
dos sentidos diferentes los dan sin ambigúedad las puntuaciones di- 
ferentes: p* (q vT) y (p-9) vr. En el caso en que p y q sean falsos 
ambos y r verdadero, la primera expresión puntuada es falsa (pues 
su primer enunciado conjunto es falso), pero la segunda expresión 
puntuada es verdadera (pues su segundo enunciado disyunto es ver- 
dadero). Aquí, la diferencia de puntuación hace toda la diferencia 
entre verdad y falsedad. En la lógica simbólica, como en las mate- 
máticas, usamos paréntesis, corchetes y llaves para la puntuación. 
Sin embargo, para reducir el número de signos de puntuación re- 
queridos estableceremos el convenio simbólico de que en cualquier 
expresión la tilde se aplicará a la componente más pequeña permitida 
por la puntuación. De este modo, la ambigiiedad de —p v q, que 
podría significar o (—p) v q o —(p v q), queda resuelta por nuestro 
convenio para significar la primera de éstas, pues la tilde puede (y 
en consecuencia por nuestro convenio lo hace) aplicarse a la pri- 
mera componente p y no a la expresión más larga p v q. 

La palabra “either” tiene varios usos en inglés.* Tiene fuerza 
conjuntiva en “The Disjunctive Sillogism is valid on either interpre- 
tation of the word * “or”. Con frecuencia sólo sirve para introducir el 
primer enunciado disyunto de una disyunción, como en “Either the 
United Nations will be strengthened or there will be a third world 
war”. Tal vez la función más útil de la palabra “either” sea la de 
puntuar algunos enunciados compuestos. Así, en la oración 


More stringent anti-pollution measures will be enacted and the laws will 
be strictly enforced or the quality of life will be degraded still further. 


puede levantarse la ambigiedad en una dirección colocando la pala- 
bra “either” en su comienzo, y en la otra dirección insertando la 


* Y, además, no tiene equivalente en español. La primera oración se traduce “el 
Silogismo Disyuntivo es válido en la una y en la otra de las interpretaciones de la 
letra “0”, La segunda oración entre comillas, “o Se refuerzan las N.U. o habrá una 
tercera guerra mundial”, y la tercera oración se traduce “se decretarán medidas más 
severas contra la contaminación y las leyes serán ejecutadas estrictamente o la calidad 
de la vida será aún más rebajada”. En español, eliminaríamos también la ambigiúedad 
poniendo la letra “o” al comienzo de la oración o después de ia letra “y”: “o se 
decretan medidas más severas contra la contaminación y se ejecutan las leyes estrícta- 
mente, o la calidad ...” es un sentido, y el otro sentido lo da “se decretan medidas 
más severas contra la contaminación y/o se ejecutan las leyes estrictamente, o la 
calidad ...” (N. del T.) 
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palabra “either” inmediatamente después de “and”. En nuestro len- 
guaje simbólico esta puntuación se efectúa por medio de paréntesis. 
La fórmula ambigua p-qvr discutida en el párrafo precedente 
corresponde a la oración ambigua que consideramos en éste. Las 
dos puntuaciones diferentes de la fórmula corresponden a las dos 
puntuaciones diferentes de la oración, efectuadas con las dos dife- 
rentes inserciones de la palabra “either”. 

No todas las conjunciones se formulan explícitamente colocando 
la palabra “y” entre oraciones completas, como en “Carlitos es limpio 
y Carlitos es encantador”. De hecho, ésta se expresaría más natural- 
mente como “Carlitos es limpio y encantador”, y “Juan y Carolina 
subieron a la colina” es la manera más natural de expresar la con- 
junción “Juan subió a la colina y Carolina subió a la colima”. Lo 
mismo con las disyunciones: “o Alicia o Beatriz serán elegidas” ex- 
presa más brevemente la proposición que alternativamente se formula 
como “Alicia será elegida o Beatriz será elegida”; y “Carlota será 
secretaria o tesorera” expresa de manera un tanto más breve la mis- 
ma proposición que “o Carlota será secretaria o Carlota será tesorera”. 

La negación de una disyunción se expresa a menudo usando la 
frase “ni-ni”. Así, la disyunción “Alicia o Beatriz serán elegidas” 
queda negada por el enunciado “ni Alicia ni Beatriz serán elegi- 
das”. La disyunción se simbolizaría como A v B, y su negación como 
-(AVB) o como (A): (-—B).(La equivalencia lógica de estas 
dos fórmulas se discutirá en la Sec. 2.4.) Negar que al menos uno de 
los enunciados es verdadero es asegurar que ambos enunciados son 
falsos. 

La palabra “ambos” tiene varias funciones. Una de ellas es sólo 
cuestión de énfasis. Decir “Ambos Juan y Carolina subieron a la 
colina” es sólo para recalcar que los dos hicieron lo que se dice que 
hicieron al decir “Juan y Carolina subieron a la colina”, Una función 
más útil de la palabra “ambos” es de puntuación, como la de la pa- 
labra inglesa “either”, recién explicada. “Ambos ... y —:- no son 
--—-” se usa para expresar lo mismo que “Ni... ni —--— es =--”. 
En oraciones tales el orden que guardan las palabras “ambos” y “no” 
es de mucha significación. Hay una gran diferencia entre 


Alicia y Beatriz no serán ambas elegidas. 


Alicia y Beatriz ambas no serán elegidas. 
La primera se simboliza como —(A-B), la última como (-—A)» 
(—B). 

Finalmente, hay que observar que la frase “a menos que” puede 
también usarse en la expresión de la disyunción de dos enunciados. 
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Así, “Nuestros recursos pronto se agotarán, a menos que se procesen 
más materiales de desecho” puede expresarse también como “O se 
procesan más materiales de desecho o se agotarán pronto nuestros 
recursos” y se simboliza como M v E, 

Como una disyunción exclusiva asegura que al menos uno de los 
disyuntos es verdadero pero no ambos, podemos simbolizar la disyun- 
ción exclusiva de dos enunciados p y q cualesquiera simplemente 
como (pvGq)-: —(p- q). Así, podemos simbolizar las conjunciones, 
las negaciones y las disyunciones inclusivas y exclusivas. Todo enun- 
ciado compuesto construido a partir de enunciados simples por apli- 
cación repetida de conectivos de función de verdad, tendrá valores 
de verdad completamente determinados por los valores de verdad de 
esos enunciados simples. Por ejemplo, si A y B son enunciados ver- 
daderos y X y Y son falsos, el valor de verdad del enunciado com- 
puesto —[(—A vX)v —(B-: Y)] puede encontrarse de la manera 
siguiente. Como A es verdadero, —A es falso, y como X es falso, tam- 
bién la disyunción (—A v X) es falsa. Dado que Y es falso, la conjun- 
ción (B - Y) es falsa y su negación —(B - Y) es verdadera. De este 
modo, la disyunción (—AvX)v —(B-Y) es verdadera, y su ne- 
gación, que es el enunciado original, es falsa. Este procedimiento 
paso a paso, iniciado en las componentes (más) internas nos per- 
mite, siempre, determinar el valor de verdad de un enunciado com- 
puesto función de verdad partiendo de los valores de verdad de 
sus enunciados simples componentes. 


EJERCICIOS 1 


E Si A y B son enunciados verdaderos y X y Y son falsos, ¿cuáles de los si- 
guientes enunciados compuestos son verdaderos? 


*L. (AvX) IL A v (X-(B y Y)] 
2, Av —X 12. X v ([A-(Y v B)] 
3. —B—Y 13. —([—(A:—X)" A]: —X) 
4. —(B-Y) 14, —(—[—(A:—B): —A]: —A) 
*5. A víX-Y) 15. [(A:X) v —B]—[(A-X) v —B] 
6. (Av X)-Y 16. [(X-A) v —Y] v —([(X-A) v —Y] 
7. (A v B)(X v Y) 17. [A-(X y Y)] v —[(4-X) v (A- Y) 
8. (A-B) v(X*Y) 18. [Xv(A-Y)] v —[(X v A)(X v Y) 
9. (A+X) v(B-Y) 19. [X-(4 v B)] v —I(X v A)(X v B)] 
*10. A-[X v (B-Y)] 20. [Xv ¡A+ Y)] v —[(X v A) v(X v Y)] 


1 Las soluciones de ejercicios marcados se encuentran al final del libro, 
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Usando las letras A, B, C y D para abreviar los enunciados simples: 
“Atlanta gana el campeonato de su división”, “Baltimore gana el campeo- 
nato de su división”, “Chicago gana el Supertazón” y “Dallas gana el 
Supertazón”, simbolizar los siguientes: 


. O Atlanta gana el campeonato de su división y Baltimore gana el cam- 
peonato de su división o Chicago gana el Supertazón. 
Atlanta gana el campeonato de Su división y o Baltimore gana el cam: 
peonato de su división o Dallas no gana el Supertazón. 


. Atlanta y Baltimore no ganarán ambos los campeonatos de su división, 


pero Chicago y Dallas ambos no ganarán el Supertazón. 


O Atlanta o Baltimore ganará el campeonato de su división, pero ni 
Chicago ni Dallas ganarán el Supertazón. 


*5, O Chicago o Dallas ganará el Supertazón, pero no ganarán ambos el 


Supertazón. 

Chicago ganará el Supertazón, a menos que Atlanta gane el campeonato 

de su división. 

. No es el caso que ni Atlanta ni Baltimore ganen el campeonato de su di- 
visión. 

. O Chicago o Dallas ganará el Supertazón, a menos que ambos Atlanta 
y Baltimore ganen los campeonatos de su división. 


. O Chicago o Dallas ganará .el Supertazón, a menos que ambos Atlanta 
y Baltimore ganen los campeonatos de su división. 


. O Chicago gana el Supertazón y Dallas no gana el Supertazón o ambos 


Atlanta y Baltimore ganan los campeonatos de su división, 


Usando mayúsculas para abreviar los enunciados simples, simbolizar los 
siguientes enunciados: 


*1. Es blanda su boca más que la manteca, pero lleva la guerra en gu 
corazón. (Salmo 55:21) 


2. Ni de oriente ni de occidente ni del desierto vendrá la salvación. 
(Salmo 75:6) 


3. Los días del hombre son como la hierba; como flor del campo, así 
florece. (Salmo 103:15) 


4. El vino es petulante y los licores, alborotadores. (Proverbios 20:1) 


*5, Dios hizo recto al hombre, mas ellos se buscaron muchas maquina- 
ciones. (Eclesiastés 7:29) 


6. No es de los ágiles el correr ni de los valientes el combate... (Ecle- 
siastés 9:11) 


7. Que es fuerte el amor como la muerte y son como la tumba duros 
los celos. (Cantares de Salomón 8:6) 


8. No romperá la caña cascada, ni apagará la mecha que se extingue. 
(Isaías 42:3) 


9. Saúl y Jonatán amados y queridos en vida... (2 Samuel 1:23) 


. Ni se habían debilitado sus ojos, ni se había mustiado su vigor. (Deu- 
teronomio 34:7) 


La voz es la de Jacob, pero las manos son las de Esaú. (Génesis 
27:22) 


12. No vuelve más a su casa y no lo reconoce ya su lugar. (Job 7:10) 


11. 
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2.2. Enunciados Condicionales 


El enunciado compuesto “Si el tren se retrasa entonces perdere- 
mos nuestro transbordo” es un condicional (o un hipotético, una im- 
plicación o un enunciado implicativo). El enunciado componente si- 
tuado entre el “si” y el “entonces” es llamado el antecedente (o el 
implicante o prótasis), y el componente que sigue al “entonces” 
es el consecuente (o el implicado o apódosis). Un condicional no 
afirma que su antecedente sea verdadero o que su consecuente lo 
sea; sólo afirman que si su antecedente es verdadero, entonces su con- 
secuente es también verdadero, o sea, que su antecedente implica su 
consecuente. La clave del significado de un condicional es la relación 
de implicación que se asegura que existe entre su antecedente y su 
consecuente, en ese orden. 

Sí examinamos un cierto número de condicionales diferentes 
veremos que pueden afirmar diferentes implicaciones. En el condi- 
cional “Si a todos los gatos les gusta el hígado y Dina es un gato, 
entonces a Dina le gusta el hígado”, el consecuente se sigue lógica- 
mente del antecedente. Por otro lado, en el condicional “Si la figura 
es un triángulo, entonces tiene tres lados”, el consecuente se sigue del 
antecedente por la definición misma de “triángulo”. Pero la verdad 
del condicional “Si el oro se sumerge en agua regía, entonces el oro 
se disuelve” no es cuestión de lógica ni de definición. Aquí la cone- 
xión afirmada es causal y debe descubrirse empíricamente. Este 
ejemplo muestra que hay diferentes clases de implicaciones que 
constituyen diferentes tipos de sentidos de la frase “si-entonces”. 
Observadas estas diferencias, ahora buscamos un significado común 
identificable, algún significado parcial común a éstos que, como 
hemos aceptado, son diferentes tipos de condicionales, 

Nuestra discusión de “si-entonces” correrá paralela a nuestra pre- 
via discusión de la palabra “o”, Primero, señalamos dos sentidos 
diferentes de esa palabra. Segundo, notamos que había un significado 
parcial común: el hecho de que al menos un disyunto sea verdadero, 
se vio que estaba involucrado tanto en el “o” inclusivo como en el 
exclusivo. Tercero, introdujimos el símbolo especial “v” para repre- 
sentar este sentido parcial común (que era todo el significado de 
“o” en su sentido inclusivo). Cuarto, observamos que, dado que ar- 
gumentos como el Silogismo Disyuntivo son válidos en cualquier 
interpretación de la palabra “o”, simbolizar cualquier ocurrencia 
de la palabra “o” por el símbolo cuña preserva la validez de tales 
argumentos. Y como nos interesan los argumentos desde el punto 
de vista de la determinación de su validez, esta traducción de la 
palabra “o” en “v” que puede abstraer o ignorar parte de su signi- 
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ficado en algunos casos, es enteramente adecuada para nuestros 
propósitos actuales. 

Un significado parcial común de estas diferentes clases de enun- 
ciados condicionales surge cuando preguntamos cuáles serían cir- 
cunstancias suficientes para establecer la falsedad de un condi- 
cional. ¿En qué circunstancias acordaríamos que el condicional “Si 
el oro se sumerge en agua regia entonces el oro se disuelve” es falso? 
Claramente, el enunciado es falso en el caso de que se sumerja el 
oro en esta solución y no se disuelva, Cualquier condicional de ante- 
cedente verdadero y consecuente falso debe ser falso, Luego, cual- 
quier condicional si p entonces q se sabe que es falso en el caso de 
que la conjunción p- — q Sea conocida verdadera, esto es, en caso 
de que el antecedente sea verdadero y su consecuente falso, Para 
que el condicional sea verdadero la condición indicada deberá ser 
falsa. En otras palabras, para que cualquier condicional si p enton- 
ces q sea verdadero, —(p- q), la negación de la conjunción de su 
antecedente con la negación de su consecuente, también debe ser 
verdadera. Luego, podernos considerar esta última como parte del 
significado del condicional. 

Introducimos un nuevo símbolo “>”, llamado herradura, para 
representar el significado parcial común en todos los enunciados 
condicionales, definiendo “p > g” como una abreviación de “—(p +: 
—G)”. La herradura es un conectivo de función de verdad, cuya 
significación exacta queda indicada por la tabla de verdad siguiente: 


p q —q pq —(p: q) pq 
T T F F T T 
T F T T F F 
F T F F T T 
F F T F T T 


En ésta, la primera y segunda columnas representan todos los valo- 
res de verdad posibles para los enunciados componentes p y q, y las 
columnas tercera, cuarta y quinta representan etapas sucesivas al 
determinar el valor de verdad del enunciado compuesto —(p- 49) 
en cada caso. La sexta columna es idénticamente la misma que la 
quinta, puesto que las fórmulas que las encabezan por definición 
expresan la misma proposición. El símbolo de herradura no debe 
pensarse que representa el significado del “si-entonces”, o la rela- 
ción de implicación, sino más bien un factor parcial común de las 
diferentes clases de implicaciones significadas por la frase “si-en- 
tonces”. 

Podemos considerar esta herradura como símbolo de una clase 
especial, extremadamente débil, de implicación, y nos resulta con- 
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veniente hacerlo así, pues algunas maneras de leer “p > g” son “si 
p entonces q”, “p implica q” o“p sólo si q”. La implicación débil sim- 
bolizada “>” se llama implicación material, y su nombre especial in- 
dica que es una noción especial, que no debe confundirse con las otras 
clases de implicación más usuales. Algunos enunciados condiciona- 
les en el lenguaje ordinario afirman meramente implicaciones mate- 
riales como, por ejemplo, “Si Rusia es una democracia entonces yo 
soy Napoleón”, Es claro que la implicación afirmada aquí no es 
lógica, ni definitoria, ni causal. No se pretende ninguna “conexión 
real” entre lo que afirma el antecedente y lo que se afirma en el 
consecuente, Esta clase de condicional se usa ordinariamente como 
un método enfático o humorístico de negar la verdad de su ante- 
cedente, pues típicamente contiene un enunciado notoria o ridícu- 
lamente falso como consecuente. Cualquier afirmación tal respecto 
a los valores de verdad se simboliza adecuadamente usando el conec- 
tivo de función de verdad “>”. 

Aunque la mayor parte de los enunciados condicionales afirman 
más que una implicación meramente material entre el antecedente 
y el corsecuente, ahora proponemos simbolizar cualquier ocurrencia 
de “si-e.itonces” mediante el conectivo de función de verdad “>”. 
Debe admitirse que esta simbolización abstrae o ignora parte del 
significado de casi todos los enunciados condicionales, Pero la pro- 
posición puede justificarse sobre la base de que la validez de los 
argumentos válidos que involucran condicionales se preserva cuando 
los condicionales se consideran como implicaciones materiales sola- 
mente, como se establecerá en las siguientes secciones. 

Los enunciados condicionales pueden expresarse en toda una 
variedad de formas. Un enunciado de la forma “si p entonces q” 
podría igualmente bien expresarse como “si p, q”, “q si p”, “que p 
implica que gq”, “que p trae consigo que q”, “p sólo si q”, “que p es 
una condición suficiente que q”, o, como “que q es una condición 
necesaria que p”, y cualquiera de estas formulaciones se simbolizará 
mediante p > q. 


EJERCICIOS 


I. Si A y B son enunciados verdaderos y X y Y son enunciados falsos, ¿cuáles 
de los siguientes enunciados compuestos son verdaderos? 


"LL XD(X>DY) "5. AD(BI Y) 
2. (XD X)> Y 6. AD(X DB) 
3. (ADX)>Y 7. (XD A) >(B > Y) 


4. (XK>A)> Y 8. (A>X)>(Y>B) 
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*10. 
11. 
12. 
13. 


14. 


9. (A>9B)D(AD=B) *15. [(XY) DA] [XD(YDA)] 
(XO Y) (AX Y) 16. [(A-X) DBJ>[A5(B> X) 
(XODA)D(XO=A) 17. [XO(A>Y)O((X>A)5 Y] 
(XO-=NMNoO(AX>0 Y) 18. [X>9(X>Y)]>[X>X)>X] 
(AX) D Y] (AD Y) 19. KADBDIAJDA 
[AB >DX]>[A>(B>X) 20. [(X DY) >X]>X 


Il. Representando con el símbolo A el enunciado “Amherst gana su primer 
juego”, con C el enunciado “Colgate gana su primer juego” y con D, 
“Dartmouth gana su primer juego”, simbolizar los siguientes enunciados 
compuestos: 


*1 


2. 


3. 


4. 


*5. 


*10. 


11. 


12. 


13. 


J4. 


15. 


Ambos Ambherst y Colgate ganan su primer juego sólo si Dartmouth 
no gana su primer juego. 

Amherst gana su primer juego si o Colgate gana su primer juego o 
Dartmouth gana su primer juego. 

Si Amherst gana su primer juego, entonces ambos Colgate y Dart- 
mouth ganan su primer juego. 

Si Amherst gana su primer juego, entonces o Colgate o Dartmouth 
gana su primer juego. 

Si Amherst no gana su primer juego, entonces no es el caso que o 
Colgate o Dartmouth gana su primer juego. 

Si no es el caso que ambos Amherst y Colgate ganan su primer juego 
entonces ambos Colgate y Dartmouth ganan su primer juego. 

Si Amherst gana su primer juego, entonces no es verdad que ambos 
Colgate y Dartmouth ganan su primer juego. 

Si Amherst no gana su primer juego entonces ambos Colgate y Dart- 
mouth no ganan su primer juego. 

O Amherst gana su primer juego y Colgate no gana su primer juego 
o si Colgate gana su primer juego, entonces Dartmouth no gana su 
primer juego. 

Si Amherst gana su primer juego, entonces Colgate no gana su primer 
juego, pero si Colgate no gana su primer juego, entonces Dartmouth 
gana su primer juego. 

Si Amherst gana su primer juego, entonces si Colgate no gana su 
primer juego, entonces Dartmouth gana su primer juego. 

O Amherst y Colgate ganan su primer juego o no es el caso que si 
Colgate gana Su primer juego, entonces Darmouth gana su primer 
juego. 

Amherst gana su primer juego sólo si o Colgate o Dartmouth gana 
su primer juego. 

Si Amherst gana su primer juego sólo si Colgate gama su primer 
juego, entonces Dartmouth no gana su primer juego. 

Si Amherst y Colgate ambos no ganan su primer juego, entonces 
Amherst y Colgate no ganan ambos su primer juego. 


2.3. Formas de Argumentos y Tablas de Verdad 


En esta sección desarrollamos un método puramente mecánico 
para probar la validez de argumentos que contienen enunciados com- 
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puestos de función de verdad. Ese método está íntimamente relacio- 
nado con la técnica familiar de refutación por analogía lógica que 
se usó en el primer capítulo para demostrar la invalidez del argu- 
mento 


Si yo soy presidente entonces soy famoso. 
Yo no soy presidente. 
Luego yo no soy famoso. 


Este argumento se mostró que era inválido construyendo otro argu- 
mento de la misma forma: 


Si Rockefeller es presidente entonces él es famoso. 
Rockefeller no es presidente, 
Luego Rockefeller no es famoso. 


que obviamente es inválido, pues sus premisas son verdaderas, pero 
su conclusión falsa, Cualquier argumento se prueba que es inválido 
si es posible construir otro argumento de exactamente la misma 
forma con premisas verdaderas y una conclusión falsa. Esto refleja 
el hecho de que la validez y la invalidez son características pura- 
mente formales de los argumentos: dos argumentos cualesquiera 
que tienen la misma forma o son Válidos ambos o ambos son invá- 
lidos, independientemente de las diferencias de su contenido.? La 
noción de dos argumentos que tienen exactamente la misma forma 
es una noción que merece mayor examen. 


Es conveniente, al discutir las formas de los argumentos, usar 
letras minúsculas de la parte media del alfabeto, “p”, “q”, “”, “, ... 
como variables sentenciales, que se definen simplemente como letras 
por las cuales, o en lugar de las cuales, se pueden sustituir enun- 
ciados. Ahora definimos una forma argumental como cualquier 
arreglo de símbolos que contiene variables sentenciales, de modo 
que al sustituir enunciados por las variables sentenciales —siendo 
siempre el mismo enunciado el que reemplaza a la misma variable— 
el resultado es un argumento, Por precisión, establecemos el con- 
venio de que en cualquier forma argumental, “p” será la primera 
variable sentencial que ocurre en el mismo, “q” será la segunda, “r” 
la tercera y asi sucesivamente. 


2 Aquí suponemos que los enunciados simples involucrados no son ni lógicamente 
verdaderos (como “todos los triángulos equiláteros son triángulos”), ni lógicamente falsos 
(como “algunos triángulos son no triangulares”). Suponemos también que las únicas 
zelaciones lógicas entre los emunciados simples involucrados som los que afirman o son 
consecuencia de las premisas. La finalidad de estas restricciones es limitar muestras con- 
sideraciones en los Caps. 2 y 3 a argumentos de función de verdad solamente, y excluir 
otra clase de argumentos cuya validez tiene que ver com consideraciones lógicas más 
complejas que se introducirán en los Caps. 4 y 5. 
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Cualquier argumento que sea resultado de la sustitución de enun- 
ciados en lugar de variables sentenciales de una forma argumental, 
se dice que tiene esa forma o que es una instancia de sustitución de 
esa forma argumental. Si simbolizamos el enunciado simple “Las 
Naciones Unidas serán reforzadas” con U, y el enunciado simple 
“Habrá una tercera guerra mundial” con W, entonces el Silogismo 
Disyuntivo antes presentado puede simbolizarse como 


(1) Uv W 
—U 

Tiene la forma . W 
(2) pvq 
Ma 

-q 


de la cual resulta reemplazando las variables sentenciales p y q por 
los enunciados U y W, respectivamente. Pero esa no es la única 
forma de la cual es una instancia de sustitución. El mismo ar- 
gumento se obtiene reemplazando las variables sentenciales p y q y 
ren la forma argumental 


(3) Pp 
dE 
E y 

por los enunciados U y W, —U y W, respectivamente. Definimos la 
forma específica de un argumento dado, como aquella forma argu- 
mental de la cual resulta el argumento reemplazando cada variable 
sentencial por un enunciado simple diferente, Así, la forma especí- 
fica del argumento (1) es la forma argumental (2). Aunque la 
forma argumental (3) es una forma del argumento (1), no es la for- 
ma específica del mismo. La técnica de refutación por analogía 
lógica puede ahora describirse más precisamente. Si la forma espe- 
cífica de un argumento dado puede mostrarse que tiene una instancia 
de sustitución con premisas verdaderas y conclusión falsa, entonces 
el argumento dado es inválido. 

Los términos “válido” e “inválido” pueden extenderse para apli- 
Carse a formas argumentales tanto como a argumentos. Una forma 
argumental inválida es una que tiene cuando menos una instancia 
de sustitución con premisas verdaderas y una conclusión falsa. La téc- 
nica de refutación por analogía lógica presupone que todo argu- 
mento del cual la forma específica es una forma argumental in- 
válida es un argumento inválido. Toda forma argumental que no 
sea inválida es válida; una forma argumental válida es una que 
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no tiene instancia de sustitución con premisas verdaderas y conclu- 
sión falsa. Cualquier argumento dado puede probarse que es válido 
si se puede mostrar que la forma específica del argumento dado es 
una forma argumental válida, 


Para determinar la validez o invalidez de una forma argumental 
debemos examinar todas las instancias de sustitución posibles de 
ella para ver si algunas tienen premisas verdaderas y conclusiones 
falsas. Los argumentos de los que aquí nos ocupamos solamente 
contienen enunciados simples y enunciados función de verdad 
compuestos con aquéllos, y sólo nos interesan los valores de ver- 
dad, de sus premisas y conclusiones. Podemos obtener todas las 
instancias de sustitución posibles cuyas premisas y conclusiones tie- 
nen diferentes valores de verdad, considerando todos los posibles 
arreglos de valores de verdad para los enunciados sustituyendo las di- 
ferentes variables sentenciales en la forma argumental que se prueba. 
Estas pueden disponerse de la manera más conveniente en una tabla 
de verdad, con una columna inicial o guía para cada variable sen- 
tencial que aparece en la forma argumental. Así, para probar la 
validez de la forma del Silogismo Disyuntivo 


pvq 

A 

q 

construimos la siguiente tabla de verdad: 

p q pvq =p 
T T T F 
T F T F 
F T T T 
F F F T 


Cada renglón de esta tabla representa una clase completa de instan- 
cias de sustitución. Las T y las F en las dos columnas iniciales re- 
presentan los valores de verdad de enunciados que pueden sustituirse 
por las variables p y q en la forma argumental. Estos valores deter- 
minan los valores de verdad en las otras columnas, la tercera de las 
cuales está encabezada por la primera “premisa” de la forma argu- 
mental y la cuarta por la segunda “premisa”. El encabezado de la 
segunda columna es la conclusión de la forma argumental. Un exa- 
men de esta tabla de verdad revela que cualesquiera que sean los 
enunciados sustituidos por las variables p y q, el argumento resul- 
tante no puede tener premisas verdaderas y una conclusión falsa, 
pues el tercer renglón representa el único caso posible en que ambas 
premisas son verdaderas y ahí la conclusión también es verdadera. 
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Como las tablas de verdad proporcionan un método puramente 
mecánico o efectivo de decisión de la validez o invalidez de cualquier 
argumento del tipo general aquí considerado, ahora podemos justifi- 
car nuestra propuesta de simbolizar todos los enunciados condicio- 
nales por medio del conectivo de función de verdad “>”. La justi- 
ficación para tratar todas las implicaciones como si fueran meramente 
implicaciones materiales es que los argumentos válidos que contienen 
enunciados condicionales siguen siendo válidos cuando estos condi- 
cionales se interpretan como afirmando implicaciones materiales 
solamente. Las tres más simples y más intuitivamente válidas for- 
mas de argumento que involucran enunciados condicionales son 


Modus Ponens Sip entonces q 
P 
q 
Modus Tollens Si p entonces q 
q 
Cp 
y el Silogismo Hipotético Si p entonces q 
Si q entonces r 
/', Si p entonces r. 


El que sigan siendo válidos cuando sus condicionales se interpretan 
como aseveraciones de implicaciones materiales, es un hecho que 
fácilmente se establece por tablas de verdad. La validez de Modus 
Ponens se muestra con la misma tabla de verdad que define el sím- 
bolo herradura: 


Pp q pq 
T T T 
T F F 
F T T 
F F T 


Aquí las dos premisas se representan por las columnas tercera y pri- 
mera y la conclusión por la segunda. Sólo el primer rengión repre- 
senta instancias de sustitución en las que ambas premisas son 
verdaderas, y en ese renglón la conclusión también es verdadera. 
La validez de Modus Tollens se muestra por medio de la siguiente 
tabla: 


Pp q p>3 9 =p 
T T T F F 
T F F T F 
F T T F T 
F F T T T 
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Aquí solamente el cuarto renglón representa instancias de sustitu- 
ción en las que ambas premisas (las columnas tercera y cuarta) son 
verdaderas, y ahí la conclusión (quinta columna) también es ver- 
dadera. Como el Silogismo Hipotético contiene tres enunciados 
distintos para variables sentenciales distintas, su tabla de verdad 
debe tener tres columnas iniciales y requerirá ocho renglones para 
alistar todas las posibles instancias de sustitución: 


p q r p>24q gar par 
T T T T T T 
T T F T F F 
T F T F T T 
T F F F T F 
F T T T T T 
F T F T F T 
F F T T T T 
F F F T T T 


Al construirla, las tres columnas iniciales representan todos los 
arreglos posibles de valores de verdad para los enunciados sustituidos 
en lugar de las variables sentenciales p, q y r, la cuarta columna se 
llena con referencia a la primera y la segunda, la quinta con refe- 
rencia a la segunda y la tercera, y la sexta con referencia a la 
primera y la tercera. Las premisas son ambas verdaderas sólo en los 
renglones primero, quinto, séptimo y octavo, y en estos renglones 
la conclusión también es verdadera. Esto basta para mostrar que el 
Silogismo Hipotético es válido cuando sus condicionales se simbo- 
lizan mediante el símbolo herradura. Todas las dudas que queden 
respecto a la afirmación de que los argumentos válidos que contienen 
condicionales siguen siendo válidos cuando sus condicionales se 
interpreten como afirmando meramente implicaciones materiales 
puede aclararlas el lector al construir, simbolizar y probar sus pro- 
pios ejemplos mediante tablas de verdad. 


Para probar la validez de una forma argumental mediante una 
tabla de verdad, es necesaria una tabla con una columna inicial o 
guía separada para cada variable sentencial diferente y un renglón 
separado para cada posible asignación de valores de verdad a las 
variables sentenciales involucradas, Así pues, probar una forma 
argumental que contiene n variables sentenciales distintas requiere 
una tabla de verdad con 2” renglones. Al construir tablas de verdad 
es conveniente fijar un patrón uniforme de inscripción de las T y 
las F en sus columnas iniciales o guía. En este libro nos apega- 
remos a la práctica de ir simplemente alternando las T y las F 
hacia abajo en la columna inicial extrema derecha, alternando 
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pares de T con pares de F hacia abajo en la columna directamente 
a su izquierda, después alternando grupos de cuatro T con grupos 
de cuatro F, ..., y al llegar a la columna extrema izquierda po- 
nemos T en toda su mitad superior y F en toda su mitad inferior. 

Hay dos formas de argumento inválidas que tienen un parecido 
superficial con las formas válidas Modus Ponens y Modus Tollens. 
Estas son: 


p>4q pq 
q y —P 
-p q 
y se conocen con el nombre de las Falacias de Afirmación del Con- 
secuente y Negación del Antecedente, respectivamente. La invalidez 
de ambas puede mostrarse en una misma tabla de verdad: 


p q pq —P q 
T T T F F 
T F F F T 
F T T T F 
F F T T T 


Las dos premisas en la Falacia de Afirmación del Consecuente en- 
cabezan las columnas segunda y tercera, y son verdaderas en el 
primer y en el tercer renglón. Pero la conclusión, que encabeza 
la primera columna, es falsa en el tercer renglón, lo que muestra 
que la forma de argumentar tiene una instancia de sustitución con 
premisas verdaderas y conclusión falsa y, por lo tanto, es inválida. 
Las columnas tres y cuatro son las encabezadas por las premisas 
en la Falacia de Negación del Antecedente, que son verdaderas en 
los renglones tercero y cuarto. Su conclusión encabeza la columna 
cinco y es falsa en el tercer renglón, lo que muestra que la segunda 
forma argumental también es inválida. 

Hay que recalcar que aunque una forma de argumento inválida 
tiene sólo argumentos válidos como instancias de sustitución, una 
forma de argumento inválida puede tener instancias de sustitución 
válidas tanto como inválidas. Así que para demostrar que un argu- 
mento dado es inválido hay que demostrar que la forma espectfica 
de ese argumento es inválida. 


EJERCICIOS 


I. Para cada uno de los argumentos siguientes indique cuál de las formas 
de argumento del Ejercicio 11 a continuación tiene a este argumento como 
instancia de anustitución, y también indique cuál es su forma específica, 
si alguna lo es: 


e. E>D(F-G) 
", K—F*G) > E 
d. H 
I 
.H1 
te. JD(K-L) 
Jv(K-L) 
KE 
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f. MINO) k. 
O>-M 
-.03=N 

g (P>0) (ROS) 1. 
“PQ 

h TU m 
¿(TO U)v(V-T) 

ii WX n. 
.XD(W>X) 

5 Yv(Z:*—Y) o. 
Y 
LAZY) 


II. Utilice tablas de verdad para determinar la validez o 


una de las formas de argumento siguiente: 


*1. pq 


TpDq4 
q) Pp 


8.p>3 *15. 
pq 
9. Pp > (qu) 16. 
-dqr) > =p 
*10. Pvq 
p 17. 
q 
1. p 
q 18. 
: +peq 
12. p>q 
.pvq 
13, p>q 
20. 
pva j 
q 
1M. p>(q>r) 
21. 
p>3 
pr 


de los siguientes argumentos: 


(AD B)"(C 5 D) 
AvC 

. BvD 
(E>F)(G>5H) 
=F v —G 
Ev —H 


15] 


o E Y 
K>(LIM) 

K>L 

¿KM 
NI(V>O0) 
NIN 

NO 

la invalidez de cada 


(pq) pr) 
Pp 

ES 
p>al(qyr) 
pq 
.pvr 

(p > q) > s) 
pvr 

NS 

(p > q) (r > s) 
e 
Cp vor 


(pvq) > íprg) 
pan 


- (q: =p) 
(pr) > íp:g) 
lp v q) 
(pq) 


II. Use tablas de verdad para determinar la validez o invalidez de cada uno 


*l. Si Alicia es elegida presidenta de grupo, entonces o Bety es elegida 
vicepresidenta o Carolina es elegida tesorera. Bety es elegida vice- 
presidenta. Por lo tanto, si Alicia es elegida presidenta del grupo, 
entonces Carolina no es elegida tesorera. 

2. Si Alicia es elegida presidenta del grupo, entonces o Bety no es ele- 
gida vicepresidenta o Carolina es elegida tesorera. Carolina no es 
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“5, 


+10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


elegida tesorera. Por lo tanto, si Bety no es elegida vicepresidenta, 
entonces Alicia no es elegida presidenta del grupo. 


. Si Alicia es elegida presidenta del grupo, entonces Bety es elegida 


vicepresidenta y Carolina es elegida tesorera, Bety no es elegida vice- 
presidenta. Por lo tanto, Alicia no es elegida presidenta del grupo. 


. Si Alicia es elegida presidenta del grupo, entonces si Bety es elegida 


vicepresidenta, entonces Carolina es elegida tesorera. Bety no es 
elegida vicepresidenta. Por lo tanto, o Alicia es elegida presidenta 
del grupo o Carolina es elegida tesorera. 

Si el catálogo de semillas es correcto, entonces si las semillas se 
siembran en abril, entonces las flores se abren en julio. Las flores 
no se abren en julio. Por lo tanto, si las semillas se siembran en 
abril, entonces el catálogo de semillas no es correcto, 


» Si el catálogo de semillas es correcto, entonces si las semillas se 


siembran en abril, entonces las flores se abren en julio. Las flores 
se abren en julio. Por lo tanto, si el catálogo de semillas es correcto, 
entonces las semillas se siembran en abril. 


. Si el catálogo de semillas es correcto, entonces si las semillas se 


siembran en abril, entonces las flores abren en julio. Las semillas 
se Siembran en abril. Luego, si las flores no se abren en julio, en- 
tonces el catálogo de semillas no es correcto. 


. Si el catálogo de semillas es correcto, entonces si las semillas se 


siembran en abril, entonces las plantas florecen en julio. Las plantas 
no florecen en julio. Luego, si las semillas no se siembran en abril, 
entonces el catálogo de semillas no es correcto. 


. Si Eduardo gana el primer premio, entonces o Federico gana el se- 


gundo o Jorge queda decepcionado. O Eduardo gana el primer premio 
o Jorge queda decepcionado. Luego, Federico no gana el segundo 
premio. 

Si Eduardo gana el primer premio, entonces o Federico gana el se- 
gundo premio o Jorge queda decepcionado. Federico no gana el 
segundo premio. Por tanto, si Jorge queda decepcionado, entonces 
Federico no gana el primer premio. 


Si Eduardo gana el primer premio, entonces Federico gana el segundo 
premio, y si Federico gana el segundo premio, entonces Jorge que- 
da decepcionado. O Federico no gana el primer premio o Jorge queda 
decepcionado. Por tanto, Eduardo no gana el primer premio. 


Si Eduardo gana el primer premio, entonces Federico gana el segundo 
premio, y si Federico gana el segundo premio, entonces Jorge queda 
decepcionado. O Eduardo gana el primer premio o Federico no gana 
el segundo premio. Por lo tanto, o Federico no gana el segundo pre- 
mio o Jorge no queda decepcionado. 

Si el tiempo está agradable y el cielo claro, entonces vamos a nadar 
y a pasear en bote. No es el caso que si el cielo está despejado 
entonces vamos a nadar. Por tanto, el tiempo no está agradable. 


Si hace una temperatura agradable, y el cielo está despejado, en- 
tonces o vamos a nadar o a pasear en bote. No es verdad que si el 
cielo está despejado, entonces vamos a nadar. Por lo tanto, si no va- 
mos a pasear en bote, entonces no hace una temperatura agradable. 
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*15. Si el tiempo está agradable y el cielo despejado, entonces o vamos 
a nadar o vamos a dar un paseo en bote. No es el caso que si no 
vamos a nadar entonces el cielo no está despejado. Por lo tanto, 
o el tiempo está agradable o vamos a pasear en bote. 


2.4, Formas Sentenciales * 


La introducción de variables sentenciales en la sección precedente 
nos permitió definir las formas argumentales en general y la forma 
específica de un argumento dado, Ahora definimos una forma sen- 
tencial como cualquier sucesión de símbolos conteniendo variables 
sentenciales, de modo que al sustituir enunciados por las varia- 
bles sentenciales —reemplazando la misma variable sentencial por el 
mismo enunciado en toda la secuencia-— el resultado es un enun- 
ciado. Otra vez, para precisar, convendremos en que en cualquier 


4.» 


forma sentencial “p” será la primera variable sentencial que apa- 
rece, “q” será la segunda en ocurrir, “r” la tercera y así sucesiva- 
mente. Todo enunciado que resulta de la sustitución de las variables 
sentenciales por enunciados en una forma sentencial, se dirá que 
tiene esa forma o que es una instancia de sustitución de ella. Así 
como distinguimos la forma específica de un argumento dado, 
así también distinguiremos la forma específica de un enunciado 
dado como la forma sentencial de la que resulta el enunciado po- 
niendo en el lugar de cada variable sentencial un enunciado simple 
diferente. Así, por ejemplo, si A, B y C son enunciados simples di- 
ferentes, el enunciado compuesto A > (BvC) es una instancia 
de sustitución de la forma sentencial p > q y también de la forma 
sentencial p > (q vr), pero sólo esta última es la forma especí- 
fica del enunciado dado. 

Aunque los enunciados “Balboa descubrió el Océano Pacífico” 
(B) y “Balboa descubrió el Océano Pacífico o no lo descubrió” (B v 
—B) ambos son verdaderos, descubrimos su verdad de maneras 
enteramente diferentes. La verdad de B es cuestión histórica y se 
aprende por medio de la investigación empírica. Aún más, podrían 
haber ocurrido cosas que hicieran a B falso; nada necesario hay 
respecto a la verdad de B. Pero la verdad del enunciado Bv —B 
puede saberse independientemente de toda investigación empírica 
y ningún suceso puede hacerlo falso porque es una verdad necesaria. 
El enunciado B v —B es una verdad formal, una instancia de susti- 
tución de una forma sentencial cuyas instancias de sustitución todas 
son verdaderas, Una forma sentencial que sólo tiene instancias de 
sustitución verdaderas se dice tautológica, o que es una tautología. 


d 


* O formas de enunciados. N. del T. 
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La forma específica de B v —B es p v —p y se prueba que es tauto- 
lógica mediante la siguiente tabla de verdad: 


p —p pvp 
T F T 
F T T 


En la columna que encabeza la forma sentencial de que se trata 
sólo hay valores T, luego todas sus instancias de sustitución son 
verdaderas. Cualquier enunciado que es una instancia de sustitu- 
ción de una forma sentencial tautológica es formalmente verdadero, 
y también se le llama tautológico, o una tautología. 

Similarmente, aunque los enunciados “Cortés descubrió el Pací- 
fico” (C) y “Cortés descubrió el Pacífico y Cortés no descubrió el 
Pacífico” (C»- —C) ambos son falsos, descubrimos su falsedad de 
dos maneras enteramente diferentes. El primero simplemente ocu- 
rre que es falso y eso se descubre empíricamente; mientras que el 
segundo es necesariamente falso y eso puede saberse independiente- 
mente de toda investigación empírica, El enunciado C - -C es for- 
malmente falso, es una instancia de sustitución de una forma 
sentencial cuyas instancias de sustitución todas son falsas. Un enun- 
ciado se dice que contradice, o que es una contradicción de otro 
enunciado, cuando es lógicamente imposible que ambos sean verda- 
deros. En este sentido la contradicción es una relación entre enun- 
ciados. Pero hay otro sentido, relacionado del mismo término. 
Cuando es lógicamente imposible que un enunciado particular sea 
verdadero, ese enunciado mismo es llamado autocontradictorio o 
una autocontradicción. Más simplemente, se dice que tales enun- 
ciados son contradictorios o contradicciones, y ésta es la terminolo- 
gía que aquí usaremos. Una forma sentencial que sólo tiene ins- 
tancias de sustitución falsas se dice que es una contradicción o 
que es contradictoria, y los mismos términos se aplican a sus ins- 
tancias de sustitución. La forma sentencial p - —p se prueba que es 
una contradicción por el hecho de que en su tabla de verdad sólo 
hay valores F en la columna que encabeza. 

Enunciados y formas sentenciales que no son ni tautológicas ni 
contradictorias se dice que son contingentes o que son contingen- 
cias. Por ejemplo, p, —p, PV 9, P:* q y p> q son formas sentenciales 
contingentes; y B, C, -B, -C, B-C, BvC, son enunciados contin- 
gentes. El término es apropiado, pues sus valores de verdad no están 
formalmente determinados, sino que son dependientes o contingen- 
tes de la situación, 

Fácilmente se demuestra que p> (9 > p) y -P>(p> q) son 
tautologías. Al expresarlas en lenguaje ordinario como “Un enun- 
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ciado verdadero es implicado por cualquier enunciado” y como “Un 
enunciado falso implica cualquier enunciado” parecen bastante ex- 
trañas, Algunos escritores las han llamado las parodojas de la impli- 
cación material. Pero si se tiene presente que el símbolo herradura 
es un conectivo de función de verdad que representa la implicación 
material y no la “implicación en general” o clases más usuales como 
son la implicación lógica o la implicación causal, entonces dichas 
formas sentenciales tautológicas no son sorprendentes en lo abso- 
luto. Y al corregir esas engañosas formulaciones del castellano in- 
sertando la palabra “materialmente” antes de “implicado” e “implica”, 
entonces desaparece el aire paradójico. La implicación material es 
una noción técnica y la motivación del lógico al introducirla y usarla - 
es la enorme simplificación que resulta en su tarea de discriminar 
entre los argumentos válidos y los inválidos. 

Dos enunciados se dicen materialmente equivalentes cuando tie- 
nen el mismo valor de verdad, y simbolizamos el enunciado de que 
son materialmente equivalentes insertando el símbolo “=” entre 
ellos. Tratándose de un conectivo de función de verdad, el símbolo 
tres barras se define con la siguiente tabla de verdad: 


p g p=q 
T T T 
T F F 
F T F 
F F T 


Decir que dos enunciados son materialmente equivalentes es decir 
que materialmente el uno implica el otro, como es fácil de verificar 
con una tabla de verdad. Así, el símbolo de las tres barras puede 
leerse “es materialmente equivalente con” o “si y sólo si”. Un enun- 
ciado de la forma p=q se llama bicondicional. Dos enunciados 
se dicen lógicamente equivalentes cuando el bicondicional que ex- 
presa su equivalencia material es una tautología. El “principio de la 
Doble Negación”, expresado como p = ——p, con una tabla de ver- 
dad se demuestra que es tautológico. 

Hay dos equivalencias lógicas que expresan importantes interre- 
laciones de las conjunciones, disyunciones y negaciones. Como una 
conjunción afirma que sus dos conyuntos son verdaderos, su negación 
sólo necesita afirmar que uno de los conyuntos es falso. Luego, negar 
la conjunción p- q equivale a afirmar la disyunción de las negacio- 
nes de p y q. Este enunciado de equivalencia se simboliza como 
=(p:q9)=(—pvY —9) y se demuestra que es una tautología me- 
diante la tabla de verdad: 
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pq pq opa) =p q prog Aprq=(=pv 49) 
TT OT F F  F F T 
TF F T F  T T T 
FT OF T T F T T 
F F F T T T T T 


De manera semejante, como una disyunción meramente afirma que 
al menos un disyunto es verdadero, negarla es afirmar que ambos 
son falsos, Negar la disyunción p vq equivale a afirmar la con- 
junción de las negaciones de p y q. Se simboliza como —(p v q) = 
(—p-: —q), y con una tabla de verdad fácilmente se prueba que es 
una tautología. Estas dos equivalencias se conocen como Teoremas 
de De Morgan, por el lógico matemático inglés Augustus De Morgan 
(1806-1871), y en lenguaje ordinario pueden enunciarse de manera 


conjunción 
. e de dos enun- 
disyunción 
disyunción 
conjunción 


compendiada como: La negación de la | 


ciados es lógicamente equivalente a la ( ) de sus negacio- 


nes. 

Dos formas sentenciales se dicen lógicamente equivalentes si, 
no importando qué enunciados se sustituyan por sus variables sen- 
tenciales —poniendo el mismo enunciado en lugar de la misma 
variable sentencial en ambas formas sentenciales—, los pares re- 
sultantes de enunciados son equivalentes. Así, el Teorema de De 
Morgan afirma que —(p v q) y —p: —q son formas sentenciales lógj- 
camente equivalentes. Por el Teorema de De Morgan y el principio 
de la Doble Negación —(p-: —q) y —pY q son lógicamente equiva- 
lentes, luego cualquiera puede tomarse como definición de p > q; la 
segunda es la elección más usual. 

A todo argumento corresponde un enunciado condicional cuyo 
antecedente es la conjunción de las premisas del argumento y 
cuyo consecuente es la conclusión del argumento, Ese condicional 
correspondiente es una tautología si y sólo si el argumento es válido. 
Así, a la forma argumental válida 


pvq 
=p 
corresponde la forma sentencial tautológica [(p vq): —pl> q; y a 
la forma argumental inválida 


pq 
q 
Pp 
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corresponde la forma sentencial no tautológica [(p > q): q] > p. Una 
forma argumental es válida si y sólo si su tabla de verdad tiene ei 
valor T bajo su conclusión en cada renglón en que haya el valor T 
bajo todas las premisas. Como puede aparecer una F en la columna 
encabezada por el condicional correspondiente sólo donde haya T 
bajo todas las premisas y F bajo la conclusión, es claro que sólo 
puede haber el valor T bajo un condicional que corresponde a una 
forma argumental válida. Si un argumento es válido, el enunciado 
de que la conjunción de sus premisas implica su conclusión es una 
tautología. 

Una versión alternativa de la prueba de la tabla de verdad de 
una forma argumental sentencial es la siguiente, que corresponde a 
la tabla de verdad precedente: 


=  (p O MD p v do )] 
F T T T T P T F F T 
T T F F T F T T T F 
T F F T T T F T F T 
T F F F T T F T T F 
DQO 00000 (mts (sy (0) 


Aquí las columnas (2), (4), (7), (10) son las columnas iniciales 
o guía. La columna (3) se llena con referencia a las columnas 
(2) y (4), y la columna (1) con referencia a la columna (3). La 
columna (6) se llena con referencia a la columna (7), la columna 
(9) se llena con referencia a la columna (10) y entonces la colum- 
na (8) con referencia a las columnas (6) y (9). Finalmente, la 
columna (5) se llena con referencia a las columnas (1) y (8). El 
hecho de que su conectivo principal tenga sólo valores T en su 
columna de la tabla de verdad, establece que la forma sentencial 
probada es una tautología. 


EJERCICIOS 


I. Use tablas de verdad para caracterizar las siguientes formas sentenciales 
como tautológicas, contradictorias o contingentes: 


“Lp>=p 6. (pp 

2. (p D pri —p)O p) T (pq) [-q:r) > —(rp)] 
3. p>Ip2p) 8. (=p*g)(q > p) 

4 (p>p>p 9. [(p>9)2>312q 


ta 


"5. p > (pp) 0. [(p>>p]2p 
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U. Use tablas de verdad para decidir cuáles de las siguientes son equivalen- 
cias lógicas: 


L(p)=( PO —qg) lp v (qm)] = lp v q): 7] 
p2P=(q 0 —p) lp v (q) = [lp v ep y e] 


( 
2.( 
3. [(p"9) +] =[p 5 (q > 7») (p=9=líP q) v(—p: q) 
4. [ 

[ 


sos». 12 


pq>3n=i(p2>r p=Ip"(p > q) 


5. [pr(q vr) = [pq v(p"r)) 10. p=(p*(q > pi 


El Método de Deducción 


3.1. Prueba Formal de Validez 


Cuando los argumentos contienenemás de dos o tres enunciados 
simples diferentes como componentes, se hace difícil y tedioso uti- 
lizar tablas de verdad para probar su validez. Un método más con- 
veniente de establecer la validez de algunos argumentos es deducir 
las conclusiones de sus premisas por una secuencia de argumentos 
más cortos y más elementales que ya se conoce que son válidos. 
Considérese, por ejemplo, el siguiente argumento en el que aparecen 
enunciados simples diferentes: 


O el procurador general ha impuesto una censura estricta o si Black 
envió la carta que escribió, entonces Davis recibió un aviso. 

Si nuestras líneas de comunicación no se han interrumpido por completo, 
entonces si Davis recibió un aviso, entonces Emory fue informado del 
asunto. 

Si el procurador general ha impuesto una censura estricta, entonces nues- 
tras líneas de comunicación se han interrumpido por completo. 
Nuestras líneas de comunicación no se han interrumpido por completo. 
Por tanto, si Black envió la carta que escribió, entonces Emory fue in- 

formado del asunto. 


Se puede traducir en nuestro simbolismo como 


Av(B>D) 

=CI(DIE) 

A>C 

=C 

BIE 

Establecer la validez de este argumento por medio de una tabla 

de verdad requeriría una tabla de treinta y dos renglones. Pero po- 
demos probar el argumento dado como válido deduciendo su con- 
clusión de sus premisas por una secuencia de solamente cuatro 
argumentos cuya validez se ha señalado ya. De la tercera y cuarta 
premisas, AD C y -C, válidamente inferimos —A por Modus Tol- 
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lens. De —A y la primera premisa A v(B > D), válidamente inferi- 
mos B > D, por un Silogismo Disyuntivo. De la segunda y cuarta 
premisas, -C (DOE) y -C, válidamente se infiere D > E por 
Modus Ponens. Y finalmente, de estas dos últimas conclusiones (o 
subconclusiones), B>D y DOE, válidamente inferimos B>E 
por un Silogismo Hipotético. Que su conclusión se deduce de sus 
premisas usando argumentos válidos exclusivamente, prueba que 
el argumento original es válido. Aquí las formas argumentales vá- 
lidas elementales Modus Ponens (M.P.), Modus Tollens (M.T.), 
el Silogismo Disyuntivo (D.S.), y el Silogismo Hipotético (H.S.) se 
usan como Reglas de Inferencia por medio de las cuales se deducen 
válidamente las conclusiones a partir de las premisas. 


Una manera más formal y más concisa de escribir esta prueba 
de validez es hacer una lista de las premisas y de los enunciados 
deducidos de ellas en una columna, con las “justificaciones” para 
estos últimos escritas a un lado de los mismos. En cada caso, la 
“justificación” para un enunciado especifica los enunciados prece- 
dentes a partir de los cuales, y la regla de inferencia por medio 
de la cual, el enunciado en cuestión fue deducido. Es conveniente 
poner la conclusión a la derecha de la última premisa, separada de 
la misma por una línea diagonal que automáticamente señala que 
todos los enunciados que están por arriba de la misma son premisas. 
La prueba formal de validez para el argumento dado puede escribir- 
se como 


Av(BD) 
=CODÍDOE) 
ADC 

=C> / BIE 
A 3, 4, MT. 
BD 1,5, D.S. 
DIE 2, 4, M.P. 
BOE 6,7, HS. 


Una prueba formal de validez para un argumento dado se define 
como una sucesión de enunciados, cada uno de los cuales es una 
premisa de ese argumento o se sigue de los precedentes por un 
argumento válido elemental, y tal que el último enunciado de la 
secuencia es la conclusión del argumento cuya validez se está de- 
mostrando, Esta definición debe completarse y hacerse más precisa 
especificando qué es lo que va a contar como “argumento válido 
elemental”, Primero definimos un argumento válido elemental como 
cualquier argumento que es una instancia de sustitución de una 
forma de argumento válida, y después presentamos una lista de 


A A 
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sólo nueve formas de argumento suficientemente obvias para ser 
vistas como formas de argumento válidas elementales y aceptadas 
como Reglas de Inferencia. 

Una cuestión que hay que recalcar es que cualquier instancia 
de sustitución de una forma de argumento válida elemental es un 
argumento válido elemental. Así, el argumento 


=CD(DIE) 
=—C 
DIE 
es un argumento válido elemental porque es una instancia de sus- 
titución de la forma de argumento válida elemental Modus Ponens 
(M.P.). Resulta de 
pq 
Pp 
a 
sustituyendo —C por p y D > E por q, así que es de esa forma aun 
cuando Modus Ponens no es la forma específica del argumento dado. 
Iniciamos nuestro desarrollo del método de deducción presen- 
tando una lista de sólo nueve formas de argumento válidas ele- 
mentales que pueden usarse al construir pruebas formales de validez: 


REGLAS DE INFERENCIA 


1. Modus Ponens (M.P.) 6. Dilema Destructivo (D.D.) 
p>q ¿ (p > q (r> s) 
Pp : q VS 
--q Cp or 
2. Modus Tollens (M.T.) 7. Simplificación (Simp.>) 
p>4q p"q 
—q Pp 
“=p 
3. Silogismo Hipotético (H.S.) 8. Conjunción (Conj.) 
pq p 
gar q 
par pg 
4. Silogismo Disyuntivo (D.S.) 9. Adición (Ad.) 
Pp vd p 
q 
5. Dilema Constructivo (C.D.> 
(pg r> s) 


pvr 
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Estas nueve reglas de inferencia son formas válidas elementales 
de argumentos cuya validez fácilmente se establece mediante ta- 
blas de verdad. Pueden usarse para construir pruebas formales de 
validez para una amplia clase de argumentos más complicados, Los 
nombres de la lista son estándar en su mayor parte, y el uso de 
sus abreviaciones permite presentar las pruebas formales con un 
mínimo de escritura. 


EJERCICIOS 


1. Para cada uno de los argumentos siguientes enuncie la Regla de Inferen- 
cia por la que su conclusión sigue de su o sus premisas: 


LL (AD BC DD) 9. (FD=G)5(Hv-1) 


ADAB F>-G 
o —Hv —I 
2 E>-F “1. [Y KK) El !MO —N) 
(ED -FPiv(GOH) —(K)vM 
Lv —N 
3 =p (= -<J) 11. 0>-—P 
c1I==] =PIOQ 
(090 =P P OQ) 
4. KviLvM) 12. (R =S) v (T v U) 


 [Kv(Ev Mv [Kv(LvM) =—(—R= $) y 


.TvU 


5, N(O==P) 13. [[V-—W) > X]-[(W-=Y) > Z] 

(O==PI30Q (V-—W) v (W-+-—Y) 
N>0Q XX vZ 

6. (R=-S)>(T>U) 14, [A > (Bv CO) > [(D:E) = —F] 
R==S —[(D:E) = —F] 
“EDU [AD (BvC)] 

7 (VO W)v(X O Y) 15. -[G>(HvDl:—[G-K)> L] 
—(V > W) [6 > (HvD)] 
o Y 


8. (A —B)*[C >(D-E)] 
=— By —(D*E) 
CCAA vY CC 


II. Cada una de las siguientes es una prueba formal de validez para el ar- 
gumento indicado. Enuncie la “justificación” de cada renglón que no 
sea una premisa: 


*L o L (AB) (A > (D-E) 5. A 
2. (A-B)C /.DvE 6. DE 
3. A*B 7. D 
4. AD(D-E) 8. DvE 


5 


PADUA 


5 UN 


=1 MD 0 


<O 00 


cm 10 


a 


2 


ARAN 


0 9 AD OU 


DARAN 


. Ev(GvH) 
-(GID(HOJ) 
(Iv D(FvVH) 


=F /.H 
GvH 
lv] 

FvH 

H 


K>L 


-.MIN 
(OIDN POL) 
(Ny — Ly (A Mv 0) 


PARO =P mM y —K) 


(MON) KO L) 


=Nv —L 


Mv —K 
. “Ov-—P ] 
(Oy —P)(—M yv —K) 


O(ROIS) 

(R>S)>T 

(SU) > —V 
=VI(R=-W) 

Tv (R=-=W) - 
1 o=Qv (SU) 

oQ>T 

(SU) D(R= —W) 

[Q  T]-[(S-U) > (R=-=W)] 
Q y (SU) 


(AX v —Y) > [A > (P-—0Q) 

(X*—R) > ((P:—Q) > Z] 

(AX RJ A(AZ VA) 
ERADOZ 

=X + —R 

(P-=Q) > Z 

—X 

=X y —Y 

AD (P-=0Q) 

AZ 


AB 

CD 

—Bv —D 

mm A 

(EFI>C /. (EF) 
(A> B)(C > D) 


"10. 


2D os 


= ya 


DDD o 


2 ADAA PANA 


PDRAADAA An 
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=Av —C 
=—C 
(E-F) 


(G>H)>(U1=)) 
Kv LM) 
(G>H)v —K 
N>D(L>M) 
AUl=pD /. 
(GH) 
=K 
(LM) 
=N 


¿AN 


(09 =P)IHQ)OR) 
(55 TUD —V) 
(POS) (RD -U) 
(Tv —V)D(W-X) 
Ov=Q /.WX 
=—PvR 

Sv U 

Tv —V 

W:x 


[(A v —B) vC] D [D > (E= F)] 


(Av=B)>[(F=G)>H] 


AD(E=F)>(F=G)] 
A /¿.D>H 

Av-—B 

(Av —B)vC 
DOI(E=F) 
(E=F)>(F=G) 
DOI(F=G) 
F=0>H 

D>H 


-HOUoaJ 
-KO(I3)) 


(—H:=K) > (—L y —M) 


(LON) AM 0) 
(PD N)"(Q 50) 
E A 0) 


=—H 
—K 


e H:—K 
“Lv —M 
-.—Nv—O 
Py —Q 
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UI. Construir una prueba formal de validez para cada uno de los siguientes 


argumentos: 

“LADB —(B-C)—(G*D) 
C>D  EvG 
(Bv -—D) (A v —B) 

"Av —C 7. A Y DK) 
(—L:>M) > (K DN) 

2. E>(F:--G) (H> D e 5H) 
(FvG) 5H (—L:=M)=0 
E FIN 
H 

8. (PIQHRO S) 

3. J>K (Q 5 TS 6) 
IviKv=L) (=P DT) i=0)0S) 
Ss Ñ =T 
LK So RYO 

LMIN 9 VW 
O X>Y 
(MDO)D(INOP Z3W 
(MPDO XA 

20 Wo x 

SS (ROS HATO U) UV PTIAZ 4) (VvZ) 
(VO =W) XD Y)  YvVA 
(TO WU > $) 10. (BvC) D(DvE) 
VvR (DvE)vF]>(GvH) 
o (GvH) =D 

6. AD(B:C) E>-G 
=A DI[(D O E) «(FO G)] B 
(B-C)v (A D Di:(A > F)] 70 


1Y. Construir una prueba formal de validez para cada uno de los siguientes 
argumentos, utilizando las abreviaciones que se sugieren: 


*1. Si se requiere ya sea álgebra o geometría, entonces todos los estu- 
diantes cursarán matemáticas. Se requiere el álgebra y se requiere 
la trigonometría. Por lo tanto, todos los estudiantes tomarán mate- 
máticas. (A: Algebra es requisito. G: Geometría es requisito. S: Todos 
los estudiantes cursarán matemáticas. T': Trigonometría es requisito.) 

2. O Smith asistió a la reunión o Smith no fue invitado a la reunión. 
Si los directcres deseaban la presencia de Smith en la reunión en- 
tonces Smith fue invitado a la reunión. Smith no asistió a la reunión. 
Si los directores no deseaban la presencia de Smith en la reunión 
y Smith no fue invitado a la reunión, entonces Smith está en camino 
hacia fuera de la compañía. Por lo tanto, Smith está en camino ha: 
cia fuera de la compañía (A: Smith asistió a la reunión. 1: Smith 
fue invitado a la reunión. D: Los directores deseaban la presencia 
de Smith en la reunión. C: Smith está en camino hacia fuera de 
la compañía.) 
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3. Si se desarrolla una escasez de articulos de consumo hay alza de 
precios. Si hay un cambio en el gobierno no seguirán los controles 
fiscales. Si la amenaza de inflación persiste seguirán los controles fis- 
cales. Si hay sobreproducción no hay alza de precios. O hay sobre- 
producción o hay un cambio de gobierno, Por lo tanto, o no se 
desarrolla una escasez de artículos de consumo o la amenaza de 
inflación no persiste. (E: Se desarrolla una escasez de artículos 
de consumo. P: Hay alza de precios. C: Hay un cambio de gobierno. 
F: Siguen los controles fiscales. 1: Persiste la amenaza de infla- 
ción. S: Hay sobreproducción. > 

4. Si continúa la investigación se descubre nueva evidencia. Si se des- 
cubre nueva evidencia, entonces muchos importantes ciudadanos 
son implicados. Si muchos importantes ciudadanos son implicados, 
entonces los periódicos detienen la publicación del caso. Si la 
continuación de la investigación implica que los periódicos detienen 
la publicación del caso, entonces el descubrimiento de nueva evi- 
dencia implica que la investigación continúa. La investigación no 
continúa. Por lo tanto, no se descubre nueva evidencia. (C: La 
investigación continúa. N: Se descubre nueva evidencia. 1: Son im- 
plicados muchos importantes ciudadanos. D: Los periódicos detienen 
la publicación del caso.) 

5. Si el rey no se enroca y el peón avanza, entonces o el alfil queda 
bloqueado o la torre inmovilizada. Si el rey no se enroca, entonces, 
si el alfil queda bloqueado entonces el juego es tablas. O el rey se 
enroca o si la torre es inmovilizada se pierde el cambio. El rey no 
se enroca y el peón avanza. Por lo tanto, o el juego es tablas o se 
pierde el cambio. (K; El rey se enroca. P; El peón avanza. B: El 
alfil es bloqueado. R: La torre es inmovilizada. D: El juego es tablas. 
E: Se pierde el cambio. ) 

6. Si Andrews está presente entonces Brown está presente, y sí Brown 
está presente entonces Cohen no está presente. Si Cohen está pre- 
sente entonces Davis no está presente. Si Brown está presente, en- 
tonces Emerson está presente. Si Davis no está presente entonces 
Farley está presente. O Emerson no está presente o Farley no está 
presente. Por lo tanto, o Andrews no está presente o Cohen no está pre- 
sente. (A: Andrews está presente B: Brown está presente, C: Cohen 
está presente. D: Davis está presente. E: Emerson está presente. 
F: Farley está presente.) 


7. Sio Jorge se inscribe o Harry se inscribe entonces Ira no se inscribe, 
O Ira se inscribe o Harry se inscribe. Si o Harry se inscribe o 
Jorge no se inscribe entonces Jaime se inscribe. Jorge se inscribe. 
Por lo tanto, o Jaime se inscribe o Harry no se inscribe. (J: Jorge se 
inscribe, H: Harry se inscribe. 1: Ira se inscribe. J: Jaime se inscribe.) 

8. Si Tomás recibió el mensaje entonces Tomás tomó el avión, pero si 
Tomás no tomó el avión, entonces Tomás faltó 2 la reunión. Si To- 
más faltó a la reunión, entonces David fue elegido consejero, pero 
si David fue elegido consejero, entonces Tomás recibió el mensaje. 
Si o Tomás no faltó a la reunión o Tomás no recibió el aviso, en- 
tonces o Tomás no tomó el avión o David fue elegido consejero. 
Tomás no faltó a la reunión. Por lo tanto, o Tomás no recibió el 
mensaje o Tomás no faltó a la reunión. (R: Tomás recibió el men- 
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saje. A: Tomás tomó el avión. F: Tomás faltó a la reunión. D: 
David fue elegido consejero.) 

9. Si Dick fue vacunado hace poco entonces él tiene fiebre. O Dick 
fue vacunado hace poco tiempo o si aparecen viruelas entonces 
Dick debe ser aislado, O Dick tiene sarampión o si se le desarrolla 
salpullido entonces hay complicaciones. Si Dick tiene sarampión 
entonces tiene fiebre. Si Dick no fue vacunado hace poco y Dick no 
tiene sarampión, entonces o se le desarrolla salpullido o aparecen 
viruelas. Dick no tiene fiebre. Por lo tanto, o hay complicaciones o 
Dick debe ser aislado. (V: Dick fue vacunado hace poco. F: Dick tiene 
fiebre. V: Le salen viruelas. A: Dick debe ser aislado. S: Dick tie- 
ne sarampión. R: Le sale salpullido. C: Hay complicaciones.) 

*10. O aumentaron los impuestos o si aumentan los gastos se eleva la 
deuda. Si los impuestos aumentaron entonces el costo de recaudar 
los impuestos crece. Si un aumento en los gastos implica que el 
gobierno pide prestado más dinero, entonces si se eleva la deuda 
aumentan las tasas de interés. Si no $e aumentan los impuestos y 
el costo de recaudación de impuestos no crece, entonces si la deuda 
no se eleva entonces el gobierno pide prestado más dinero. El costo 
de recaudación de impuestos no crece. O las tasas de mterés no 
aumentan o el gobierno no pide prestado más dinero. Por lo tanto, 
o la deuda no se eleva o los gastos no aumentan. (T: Aumentan los 
impuestos. E: Aumentan los gastos. D: Se eleva la deuda. C: El 
costo de recaudación de impuestos crece. G: El gobierno pide pres- 
tado más dinero. 1: Aumentan las tasas de interés.) 


3.2. La Regla de Reemplazo 


Hay muchos argumentos válidos de función de verdad cuya vali- 
dez no se puede probar usando solamente las nueve Reglas de Infe- 
rencia dadas hasta aquí. Por ejemplo, una prueba formal de validez 
del argumento obviamente válido 

A*B 
".B 
requiere Reglas de Inferencia adicionales. 


Ahora bien, los únicos enunciados compuestos que nos interesan 
aquí son los enunciados compuestos función de verdad. Luego, 
si se reemplaza una parte cualquiera de un enunciado compuesto 
por una expresión que es lógicamente equivalente a la parte reem- 
plazada, el valor de verdad del enunciado que resulta es el mismo 
que el del enunciado original. A esto se le llama, algunas veces, 
la Regla de Reemplazo, y otras, la del Principio de Extensionalidad.' 
Adoptamos la Regla de Reemplazo como un principio adicional de 


* Se enunciará más formalmente, eu un contexto apropjedo, y se le demostrará en 
el Cap. 7. 
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inferencia, Nos permite inferir de cualquier enunciado el resultado 
de reemplazar todo o parte de ese enunciado por otro enunciado 
lógicamente equivalente a la parte reemplazada. Así, usando el prin- 
cipio de la Doble Negación (D.N.), que afirma la equivalencia lógica 
de p y —-—p, podemos inferir, de A> ——B cualquiera de los enun- 
ciados, 


por la Regla de Reemplazo. 


Para hacer más definida esta regla, damos ahora una lista de 
equivalencias lógicas con las que puede usarse, Estas equivalencias 
constituyen nuevas Reglas de Inferencia que es posible usar para 
probar la validez de argumentos. Las mumeramos consecutivamen- 
te después de las nueve reglas ya enunciadas. 


Regla de Reemplazo: Cualquiera de las siguientes expresiones ló- 
gicamente equivalentes puede reemplazar a la otra en donde ocurran: 


10. Teoremas de De Morgan (De M.): —(p:g) =(—pv—g). 


Ap vq) =(—p: 9). 


11. Conmutación (Conm.): (p y q) = (q y p). 
(pq) =(q'p). 
12. Asociación (Asoc. ): [p v iq va] = lp y g) y el. 
[pq] = [(p"9) 7. 
13, Distribución (Dist.): lp-(q v 1] = [(p*9) v (p-7)]. 
lp v (q) = lp v q)*(p y n)). 
14. Doble Negación (D.N.): p=-—p. 
15. Transposición (Trans. ): (pq =(9 > —p). 
16. Implicación Material (Impl.): (p> 9) =(—p v q). 
17. Equivalencia Materlal (Equiv. ): (p=9)= [tp > q):(q > pj. 
(p =9) = [(p*9) v (—p--—q)). 
18. Exportación (Exp.): (p-9) > 1] =[p > (q > np). 
19. Tautología (Taut.): p= (pvp). 
p=(p"p). 


Ahora puede escribirse una prueba formal de validez para el 
argumento dado al principio del párrafo 3.2: 


1. AB /'.B 
2. B:A 1, Conm. 
3. B 2, Simp. 


Algunas formas de argumento, aunque muy elementales y per- 
fectamente válidas, no se incluyen en nuestra lista de diecinueve 
Reglas de Inferencia. Aunque el argumento 
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A'B 
".B 
es obviamente válido, su forma 
pg 
ed 
no está incluida en nuestra lista. Por tanto, B no se sigue de A - B 
por ningún argumento válido elemental según los define nuestra 
lista, Puede, sin embargo, deducirse usando dos argumentos válidos 
elementales como mostramos antes. Podríamos agregar la forma de 
argumento intuitivamente válida 
Pp*q 
q 
a nuestra lista, claro está; pero si agrandáramos nuestra lista de 
esta manera llegaríamos a tener una lista demasiado larga y, por 
tanto, no manejable. 

La lista de las Reglas de Inferencia contiene numerosas redun- 
dancias. Por ejemplo, Modus Tollens podría salir de la lista sin 
realmente debilitar la maquinaria, pues todo paso deducido usándola 
puede serlo usando otras Reglas de la lista. Así, en nuestra primera 
prueba del capítulo en la Pág. 50, en el renglón 5, —A, que se de- 
dujo de los renglones 3 y. 4, A> C y —C, por Modus Tollens, pudo 
haber sido deducida sin ésta, pues -— CD —A, se sigue de A>C 
por Transposición, y —A de —C > —A y —C por Modus Ponens. Pero 
Modus Tollens es un principio de inferencia tan común e intuitivo 
que se le ha incluido, y otros han sido incluidos por conveniencia, 
también, a pesar de su redundancia lógica. 

La prueba de que una sucesión dada de enunciados es una de- 
mostración formal, es efectiva. Es decir, por observación directa se 
podrá deducir si cada renglón siguiente a las premisas se sigue o 
no de los renglones que le preceden mediante alguna de las Reglas 
de Inferencia dadas. No es necesario “pensar”: ni pensar sobre el 
significado de los enunciados, ni usar intuición lógica para verificar 
la validez de la deducción de cada renglón. Aun en donde falte la 
“justificación” de un enunciado, a un lado del: mismo, hay un pro- 
cedimiento finito, mecánico, para decidir si la deducción es legíti- 
ma. Cada renglón viene precedido por solamente un número finito de 
renglones y sólo se han adoptado un número finito de Reglas de Infe- 
rencia. Aunque toma tiempo, puede verificarse por inspección si el 
renglón en cuestión se sigue de algún rengión, o par de renglones 
precedentes mediante alguna Regla de Inferencia de nuestra lista. Por 
ejemplo, en la demostración precedente, el renglón 2, B- A, está 
precedido sólo por el renglón 1, A - B. Su legitimidad puede decidirse 
viendo que aunque no se sigue de A - B por Modus Ponens, ni por 
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Modus Tollens, ni por un Silogismo Hipotético y así sucesivamente 
hasta el número 10, al llegar al número 11, podemos ver, que el 
renglón 2 se sigue del renglón 1 por el principio de Conmutación. 
Así también, la legitimidad de cualquier renglón puede decidirse 
por un número finito de observaciones, ninguna de las cuales en- 
traña más que comparación de formas y esquemas, Para preservar 
esta efectividad establecemos la regla que sólo ha de aplicarse una 
Regla de Inferencia a la vez. La notación explicativa a un lado de 
cada enunciado no es, estrictamente hablando, parte de la demos- 
tración, pero es útil y siempre debiera incluírsele. 

Aunque la prueba de que una secuencia dada de enunciados es 
o no es una demostración formal, es efectiva, construir una demos- 
tración formal tal no es un procedimiento efectivo. Á este respecto 
el método presente difiere del método del capítulo anterior. El uso 
de tablas de verdad es completamente mecánico: dado cualquier 
argumento de la clase general de la que ahora nos ocupamos, su 
validez siempre puede ser probada siguiendo las reglas simples pre- 
sentadas en el Cap. 2. Pero al construir una prueba formal de vali- 
dez basándose en las diecinueve Reglas de Inferencia de la lista, es 
necesario pensar o “imaginar” dónde empieza y cómo proceder. 
Aunque no existe método de procedimiento efectivo o puramente 
mecánico, es esencialmente mucho más fácil construir una prueba 
formal de validez que escribir una tabla de verdad con docenas o 
cientos O aun miles de renglones. 

Hay una diferencia importante entre las primeras nueve y las 
últimas diez Reglas de Inferencia. Las primeras nueve pueden apli- 
carse a renglones enteros de una demostración. De este modo A 
puede inferirse de A - B por simplificación sólo si A-B constituye 
un renglón completo, Pero ni A ni AC se siguen de (A:B)>C 
por simplificación o cualquier otra Regla de Inferencia. Á no es 
consecuencia porque Á puede ser falso y (A-B) > C verdadero. 
A > C no es consecuencia porque si Á es verdadero y B y C ambos 
son falsos, (A-B) > C es verdadero mientras que A > C es falso, 
Por otro lado, cualquiera de las diez últimas Reglas de Inferencia pue- 
de aplicarse a renglones enteros o partes de renglones. No sólo 
puede inferirse el enunciado A > (B > C) del renglón entero (A - B) 
2 C por Exportación, sino del renglón [(A-B) > C] v D podemos 
inferir [A>(B>C)] v D por Exportación. La Regla de Reem- 
plazo autoriza que expresiones lógicamente equivalentes especifi- 
cadas se reemplacen entre sí donde ocurran, aun en donde no cons- 
tituyan renglones enteros de una demostración. Pero las nueve 
primeras Reglas de Inferencia sólo pueden usarse tomando como 
premisas renglones enteros de una demostración. 
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En ausencia de reglas mecánicas para la construcción de de- 
mostraciones formales de validez, pueden darse algunas sugeren- 
cias y métodos prácticos. La primera es simplemente empezar 
deduciendo conclusiones de las premisas mediante las Reglas de 
Inferencia dadas. Al tener más y más subconclusiones de éstas 
como premisas para nuevas deducciones, mayor es la probabilidad 
de que se vea cómo deducir la conclusión del argumento que se 
quiere demostrar que es válido.” 

Otra sugerencia es tratar de eliminar enunciados que ocurren 
en las premisas, pero no en la conclusión. Esta eliminación puede 
llevarse a cabo solamente de acuerdo con las Reglas de Inferencia. 
Pero las Reglas contienen muchas técnicas para eliminar enun- 
ciados. La simplificación es una de ellas: con ésta, el conyunto 
derecho de una conjunción puede simplemente quitarse, a condi- 
ción de que la conjunción sea un renglón entero en la demos- 
tración. Y por Conmutación puede hacerse derecho al enunciado 
conyunto izquierdo de una conjunción para eliminarlo por Sim- 
púficación. El término “medio” g puede eliminarse por un Silogismo 
Hipotético dadas dos premisas o subconclusiones de los patrones 
P>q y 4>7. La distribución es una regla útil para transformar 
una disyunción de la forma pv(q-7) en la conjunción (p v 9): 
(pvr) cuyo conjunto de la derecha pvr puede entonces elimi- 
narse por Simplificación. Otro método práctico es introducir por 
Adición un enunciado que ocurre en la conclusión, pero no en las 
premisas. Otro método es el de proceder hacia atrás desde la con- 
clusión buscando algún enunciado o par de enunciados de los cuales 
se le pudiera deducir mediante algunas de las Reglas de Inferen- 
cia, y entonces tratar de deducir esos enunciados intermedios, 
ya sea de las premisas o de otros enunciados intermedios, y así 
sucesivamente, hasta llegar a algunos que sean deducibles de las 
premisas. Una adecuada combinación de estos métodos es a menu- 
do, la mejor manera de proceder. La práctica, desde luego, es el 
mejor de los métodos para adquisición de habilidad en el método 
de deducción. 


EJERCICIOS 


L Para cada uno de los siguientes argumentos de la Regla de Inferencía 
por la que se sigue su conclusión de su premisa: 


*L. (A D B)(C v =D) 38 (19 v(—KO-L) 
(AD BIUADvrC) ¿1D J) v(L > K) 
2. (—EvF):(G v—H) 4 M> —(Nv-=0) 


(EDF) (Gv—H) SMD(-N:=-=0) 


ll 


“5. [PO(QvR) v 
.PO(QvR) 
8. [S*¡T-U)] D(V==W) 
“ KS-T)U] D(V==W) 
7. [X(Y-Z)] D(A==B) 
¿XD (12D) >(A=-=B)] 
8. (C-=D) > (E=-=F) 
(COD) O [E —F) v (E: ==F)] 
9. (Cv H)(LvJ) 
 [(Gv H) 1 v[(G v H)]] 
. (K*L) > (M-[(N-0O)*P]) 
C(K=L) O (M-[(0*N)-PI) 
e e Ll 
(O v [Á(R*—S) v —(T v —U)]) 
VO (WO [Ax Y) > =Z]) 
VO (We (xeY)] > -Z) 
[A v (Bv C)] v [(D v D) v E] 
,[Av(BvC)]v[Dv(D v E)] 
(FO CI ([G O H)-H > C]O (HO D) 
¿(FO G)(C=H)>(H 5D) 
I= =([(K-—E) v —MI(K+—L) yv —N |) 
(Ke—L) v(—M:=N)) 
05 eo = (PR) 
00 [(PQ)=(——P:==R)] 
=S=(==TO0O[=>-——Uv(—T-8S))) 
SS (Tv [—U y (T+8)]) 
VO (WO -==X)v(Y>Z) yv 
VO (AX O W y (AY o Z)v 
19. (A-=B) > [(C-C) 2 (C > D)] 
C (Ar =B) > [C > (C 5 D)] 
20, (E-=F) DIGO (GI MN 
 (E-=F) > [(G:G) > B)] 


[P>(QvR)] 


11. 
12. 
13. 
14. 


*15. 


== 


16. 
17. 


18. 
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(222 Y)) 
(=Z > Y) 


Cada una de las siguientes es uma demostración formal de validez para 


el argumento indicado. Enunciar la 
que no sea una premisa. 
*L 1. (AvB)>(C:D) 2. 
o 
=—Cv —D 
—(C-D) 
. HKAvVB) 
=—A-* —B 
—B-—A 
—B 


Panas pp 


O 4D ya po po | 


“justificación” para cada renglón 


. E-(F:G) 


(FG) v(F--G) 


F=G 
HyI 
IvH 


» 


* 
9 


mM. 


— 


3 
> 


pan 


4. 


2 00-2Dm0ADN Op IDEADA DDR 


DARA 


APK)OL 
OL) IM 


=KvN /.K>D(M:N) 


(KJ) OL 
¿KDD D 


K>M 
—KvM 


Kv M)(AKvN) 
—KviMN) 
-K>D(M'N) 


(05 PI (PO Q) 
Q50 

=RIP /¿.R 
=OvO 

Ov-=Q 

(00 —PHRQ o —P) 
=Py —P 

—P 

—=R 

R 

S>(T>U) 
¡A 


(VOSAWOT) /.VD-w 
(ST) > U 


=Uv =U 


=U 


(ST) 
Sy T 


=—Vv — W 
VO -—W 


XD(Y>2) 
X(A>DB) 
X-(YvA) 

A 
(Y) >Z 
(XA) D B 


OY) YOGA) 
[0 Y) > Z]-[06A) > B] 


ZvB 
B 


LLCDiDO-=0) 
2. 
3 


A A E y 
CO(AA=CO =D 
Ca(Ca =D) 


gumentos siguientes: 
“Ll A 


ADB 


he 
, 
=> 


hu 


cop ADAL Ds 


Construir una demostración formal de 


oa 


. (C:C)5 =D 


CID 

Cv —D 
—(C*D) 

(C-D) v(C:—D) 


CD 


E(FvG) 
(E-G)>(HvI) 


(Hv=1) > (E-F) 


1 .H=I1 
(EC) > (HI) 
—(H-1) > —(E-F) 


(E-F)>(H=T) 


(E-F) > (H-D]:((£:G) > (—H:—1)] 


. (E-F) v(E-G) 


(HD HD 
H=I 


Iv(Kv]) 


Kv(—JvK) /. Kv] —K) 
(KvJv] 


Kv (Iv)) 


=K y] 
K>]J 


.[—JvK)vK 
—Jv(KvK) 
o JvK 


FR] vo K) 
(Lv M)v(N-0) 


(L:0) (LM) /.—LoN 


. —Le[O-—(=L*M)] 


—L 


. Lv [Mv (N-0)] 

. Mv(N:0) 

. (MvN)(MvO) 

. MvN 
 +L(MvN) 

(LE :Mjv (LN) 
—(—L-M)(—L-0) 
(LM) 

o LN 


validez para cada uno de los ar- 


"¿DIC 
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3. E (FG) (O=P)>(0-B) 
C.FDO(E>CG) CAL Y K)O(B-Q) 
4. HO(E)) 14. ST 
HI SvT 
SD KDE .T 
¿.KD(LvM) 15. (Uv VI Uv W) 
=X DW 
6. NO E 
CN *P)OO o 
Ad: 16. AD(BOC) 
7. (QrB) OS CODE 
QS ABD) 
8. TD (UD Y) MED 
E EDO 
GOF 
9. WO (X-—Y) C(EVG))F 
Cc WOI(Y>X) 18. (HD O [KO dp] 
*10. AD (BIC) -HOK 
(D'B)>C 
El dd 19. (L:(Mv N)] > (M-N) 
4 CLD(MON) 
11. EF 
E>G 
ES 20. OPI 
12. H>(v]) P(Q03B) 
1 .OD(PIR) 
-.H3] 21. ($5 MAUD Y) 
13, (K vi) =(M:N) Wo(SsvuU) 
(Mv —N)>(O=P) ¿WO (TvV) 


IV. Construya una demostración formal de validez para cada uno de los 
siguientes argumentos, utilizando en cada caso la notación sugerida. 


*1. Si estudio obtengo buenas calificaciones. Si no estudio me divierto. 
Por lo tanto, u obtengo buenas calificaciones, o me divierto. (S, 
G, E) 

2. Si el suministro de plata permanece constante y la utilización de 
plata aumenta entonces el precio de la plata se eleva. Si un au- 
mento en el uso de la plata implica que se eleva el precio de la plata 
entonces lloverán especuladores. El suministro de plata permanece 
constante. Por lo tanto, lloverán especuladores. (S, U, P, L) 


3. O Adams es elegido presidente o ambos Brown y Clark son elegi- 
dos consejeros. Si o Adams es elegido presidente o Brown es elegido 
consejero, entonces Davis presentará una protesta. Por lo tanto, o 
Clark es elegido consejero o Davis presentará una protesta. (A, B, 
C, D) 

4. Si usa una buena camada entonces si los peces están mordiendo 
entonces él pesca el límite legal. El usa una buena carnada, pero 
no pesca en el límite legal. Por lo tanto, los peces no muerden. (B, 
M, P) 
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*5 


*10. 


11. 


14. 


*15. 


16. 
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. O el gobernador y el suplente del gobernador ambos intentan reele- 
girse, Oo la campaña primaria quedará despejada y el partido 
fragmentado por las disensiones. El gobernador no intenterá reele- 
girse. Luego, el partido quedará fragmentado por las disensiones. 
(G, gobernador...; LE, suplente...; W, quedará...; T, fragmen- 
tado...) 

. Si los Dodgers ganan el gallardete entonces ganarán la serie. Por 
lo tanto, si los Dodgers ganan el gallardete entonces si continúan 
pegando entonces ganarán la serle. (G, S, P) 

. Si él atrae el voto de los granjeros entonces se adjudicará las áreas 
rurales, y si atrae el voto de los trabajadores entonces se adjudicará 
los centros urbanos, Sí se adjudica tanto las áreas rurales como los 
centros urbanos está seguro de su elección. No está seguro de su 
elección. Por lo tanto, o no atrae el voto de los granjeros o no atrae 
el voto de los trabajadores. (G, R, T, U, S) 

. O Argentina no se une a la allanza o Brasil la boicotea, pero si 
Argentina se une a la allanza entonces Chile la boicotea. Si Brasil 
boicotea la alianza entonces si Chile la boicotea entonces Ecuador 
la boicotea. Por lo tanto, si Argentina se une a la alianza entonces 
Ecuador la boicotea. (A, B, C, E) 

. Si Argentina se une a la alianza entonces tanto Brasil como Chile 

la boicotean. Si o Brasil o Chile boicotean la alianza entonces la 

alianza no será efectiva. Por lo tanto, si Argentina se une a la alian- 

za entonces la alianza no será efectiva. (A, B, C, E) 

Esteban tomó o el autobús o el tren, Si tomó el autobús o condujo 

su proplo automóvil entonces liegó tarde y se perdió la reunión. 

No llegó tarde. Por lo tanto, él tomó el tren. (B, autobús...; T, 

tren...; €, automóvil. ..; L, tarde...; M, perdió...) 

Si te ínscribes en el curso y estudias duro entonces pasarás, pero ei 

te inscribes en el curso y no estudias duro entonces no pasarás. 

Por lo tanto, si te inscribes en el curso entonces o estudias duro 

y pasarás o no estudias duro y no pasarás. (1, E, P) 


. Si Argentina se incorpora a la alíanza entonces o Brasil y Chile 


la boícotean. Si Brasil boicotea la alianza entonces Chile también la 
boicotea. Por lo tanto, si Argentina se une a la alianza entontes 
Chile la boicotea. (A, B, C) 


. Si o Argentina o Brasil se une a la alianza entonces o Chile o 


Ecuador la boicotean. Por lo tanto, sí Argentina se une a la allanza 
entonces Chile la boícotea. (A, B, C, E) 

Si los precios bajan o suben los salarios entonces las ventas al me- 
nudeo y las actividades publicitarias aumentan. Si las ventas al 
menudeo aumentan entonces los destajistas ganan más dinero. Pero 
los destajistas no ganan más dinero. Por lo tanto, los precios ro 
bajan. (P, S, M, A, D) 

Si trabajo gano dinero, pero sí estoy de ocioso gozo la vida. O tra- 
bajo o estoy de ocioso. Sin embargo, si trabajo no gozo la vida 
mientras que si estoy de ocioso no gano dinero. Por lo tanto, gozo la 
vida sí y sólo sí no gano dinero. (W, trabajo...; M, vida...; I, 
ocioso...; E, EOZO...) 

Si entra a la campaña primaria entonces si hace una campaña 
vigorosa entonces es nominado. Si gana la nominación y recibe el 


17. 


13. 


19. 


*21. 
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apoyo del partido, entonces será elegido. Si toma serio la plata- 
forma del partido entonces recibirá el apoyo del partido, pero no 
será elegido. Por lo tanto, si participa en la campaña Primaria 
entonces si hace una campaña vigorosa entonces no toma en serlo 
la plataforma del partido. (C, V, N, A, E, P) 

O rebajan la tarifa o las importaciones siguen disminuyendo y nues- 
tras propias industrias prosperan. Si rebajan la tarifa entonces 
nuestras propias industrias prosperan. Por lo tanto, nuestras pro- 
pias industrias prosperan. (T, I, P) 

O hace reparar su automóvil o compra uno nuevo. Si hace reparar 
su automóvil deberá mucho dinero al taller de reparaciones. Si debe 
mucho dinero al taller tardará en salir de sus deudas. Si compra 
un auto nuevo debe entonces pedir un préstamo al banco, y si 
pide un préstamo al banco tardará en salir de sus deudas. O sale 
pronto de sus deudas o sus acreedores lo llevarán a la ruina. Por lo 
tanto, sus acreedores lo llevarán a la ruina. (R, N, T, D, B, A) 

Si sale de día de campo viste ropa sport. Si viste ropa sport entonces 
no asiste a ambos, al banquete y a la fiesta. Sí él no asiste al 
banquete conserva su boleto de entrada, pero él ya no tiene su boleto 
de entrada. El asiste a la fiesta. Por lo tanto, no sale de día de 
campo. (C, S, B, F, E) 

Si estudia ciencias entonces se prepara para vivir desahogadamente, 
y si estudía humanidades entonces se prepara para vivir adecuada- 
mente. Si él se prepara para vivir desahogadamente o se prepara 
para vivir adecuadamente entonces sus años de universidad están 
justificados. Pero sus años universitarios no están justificados. Por 
lo tanto, no estudia ni ciencias ní humanidades. (C, D, H, A, U) 
Si siembra tulipanes entonces su jardín florece temprano, y si 
siembra margaritas su jardín florece tarde. De modo que si siembra 
o tulipanes o margaritas su jardín florece tarde o temprano. (T, 
tulipanes...; E, temprano...; A, margaríitas...; L, tarde...) 


. Si siembra tulipanes entonces su jardín florece temprano y si siem- 


bra margaritas entonces su jardín florece tarde. De modo que si 
slembra tulipanes y margaritas su jardín florece temprano y tarde. 
(T, E, A, L) 


. Si vamos a Europa entonces recorremos Escandinavia. Sí vamos a 


Europa entonces sí recorremos Escandinavia entonces visitamos No- 
ruega. Si recorremos Escandinavia entonces si visitamos Noruega 
entonces haremos un viaje a los fiordos. Por lo tanto, si vamos a 
Europa haremos un viaje a los fiordos. (E, S, N, F) 

Si Argentina se une a la Alianza entonces o Brasil o Chile la bol- 
cotea. Si Ecuador se une a la alianza entonces o Chile o Perú la 
boicotea. Chile no la boicotea. Por lo tanto, sí ní Brasil ni Perú 
la boicotean entonces ni Argentina ni Ecuador se unen a la alianza. 
CA, B, C, E, P) 


. Si o Argentina o Brasil se incorpora a la alíanza entonces sí O 


Chile o Ecuador la bolcotea entonces, aunque Perúá no la bolcotee 
Venezuela la bolcotea. St o Perú o Nicaragua no la bolcotea en- 
iamces Uruguay se incorpora a la alianza. Por lo tanto, st Argentína 
Se incorpora a la alianza entonces si Chile la boicotea entonces 
Uruguay se incorpora a la Alianza. (A, B, C, E, P, V, N, U) 
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3.3. Demostración de la Invalidez 


Podemos establecer la invalidez de un argumento usando una 
tabla de verdad para mostrar que la forma específica del argumento 
es inválida. La tabla de verdad demuestra la invalidez si contiene 
por lo menos un renglón en el que se asignan valores de verdad 
a las variables sentenciales de modo tal que las premisas se hacen 
verdaderas y la conclusión falsa. Si podemos encontrar una asig- 
nación semejante de valores de verdad sin construir toda la tabla, 
tendremos un método más breve de demostración de invalidez. 

Consideremos el argumento inválido 


Si el senador vota en contra de este proyecto de ley entonces se opone 
a penas más severas contra los evasores de impuestos. 

Si el senador es, él mismo, un evasor de impuestos entonces se opone a 
penas más severas contra los evasores de impuestos. 

Por lo tanto, si el senador vota en contra de este proyecto de ley él mismo 
es un evasor de impuestos. 


el cual puede simbolizarse como 
V>O 
HO 
 VDH 


En lugar de construir una tabla de verdad para la forma específica 
de este argumento, podemos demostrar su invalidez asignando va- 
lares de verdad a los enunciados componentes simples V, O y H* 
de modo que las premisas sean verdaderas y la conclusión falsa. 
La conclusión se hace falsa al dar el valor T a V y F a H; y ambas 
premisas verdaderas asignando T a O. Este método de demostrar 
invalidez está íntimamente relacionado con el método de la tabla 
de verdad. En efecto, asignar los valores como se indicó viene a ser 
el de describir un renglón pertinente dela tabla de verdad —un renglón 
que basta para establecer la invalidez del argumento puesto a prue- 
ba—. La relación aparece más clara, tal vez, cuando las asignacio- 
nes de valores de verdad se escriben horizontalmente, como 


V 18) H VO HI0 V>H 

T T F T T F 

Este nuevo método de demostración de invalidez es más breve 
que una escritura completa de la tabla de verdad, y el tiempo y 
trabajo economizados son proporcionalmente mayores para argu- 


mentos más complicados. Al demostrar la invalidez de argumentos 
más extensos, puede ser necesaria cierta cantidad de prueba y error 


* Y, vota ...; O, se opone ...; H, €l mismo .., (N, del T.) 
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para descubrir una asignación de valores de verdad que resulte. 
Pero aun siendo así, este método es más rápido y fácil que escribir 
la tabla de verdad completa. Es obvio que el método presente será 
suficiente para demostrar la invalidez de cualquier argumento cuya 
invalidez puede mostrarse mediante una tabla de verdad. 


EJERCICIOS 


Demostrar la invalidez de los siguientes argumentos por la asignación de 
valores de verdad: 


“LAB 5. T=U 9. P=(Q=R) 
CID U=(V-W) QO0(ARv=S) 
BvC V=¡TvX) RO (Qv —T)]“P > OQ) 
¿.AvD TvX [U DD (S:MIHT O —V) 

"TX (OR) > —U]-[U > (QvR)] 
(Qv yy —V 

2. E>(FvG) 6. X=(Y>Z) a 
G>(H-D Y =/-X:'-=Z) 

.E>1 Y X= (2) Y) 
"XvZ Y=(Z=-A) 
Z=(A>B) 

ETIKEDO) (AD BB) (CD D) cla E 
K>(-L>DM) AvC - W=B 
(LvM)>N (Bv D) > (E-F) (a 
JON EPDO 

GO(A>DH) 
4. (OvP>0 qa 
. v 
QD(PVR) «Iv (QK) 
OD(=S)P) Uv HD(L=-M) 
($50) > —R (LO =—M)> (M:—N) 
=0 (N > 0)(0O > M) 
(F>K)DO 
-.0 


3,4. No Completud* de las Diecinueve Reglas' 


Las diecinueve Reglas de Inferencia presentadas hasta el mo- 
mento son incompletas, lo que quiere decir que hay argumentos 
válidos función de verdad cuya validez no es demostrable usando 

* Compleción, según el D.RA.L.E. (N. del T.) 


* Esta demostración de no completud me fue comunicada por mi amigo e) Profesor 
Leo Simons de la Universidad de Cincinnati. 
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tan sólo esas diecinueve Reglas. Para discutir y establecer esta 
propiedad de no completud es útil introducir la noción de una 
característica que es “hereditaria con respecto a un conjunto 
de Reglas de Inferencia”. Proponemos esta definición: una caracte- 
rística + es hereditaria con respecto a un conjunto de Reglas de 
inferencia si y sólo si siempre que + pertenezca a uno o más enun- 
ciados también pertenecerá a todo enunciado deducido de ellos por 
medio de esas Reglas de Inferencia. Por ejemplo, verdad es una 
característica que es hereditaria con respecto a las diecinueve Reglas 
de Inferencia presentadas en las dos primeras secciones de este 
capítulo. Como se observó anteriormente, cualquier conclusión debe 
ser verdadera si puede deducirse de premisas verdaderas por medio 
de nuestras diecinueve Reglas de Inferencia. De hecho, no desea- 
ríamos usar Reglas de Inferencia con respecto a las cuales la verdad 
no fuera hereditaria, 

Ahora bien, para demostrar que un conjunto de Reglas de Infe- 
rencia es incompleto, debemos encontrar una característica + y un 
argumento válido a tales que 


(1) + sea hereditaria con respecto al conjunto de Reglas de In- 
ferencia; y 

(2) + pertenezca a las premisas de a, pero no a la conclusión 
de e, 


La característica verdad es hereditaria con respecto a cualquier con- 
junto de Reglas de Inferencia en el que nos interesemos seriamente 
y. por lo tanto, satisface la condición (1) anterior. Pero si « es un 
argumento válido, de nuestra definición de validez se sigue inme- 
diatamente que da verdad no puede nunca satisfacer la condición 
(2) anterior. Por lo tanto, para demostrar la no completud de nues- 
tras diecinueve Reglas de Inferencia debemos encontrar una ca- 
racterística diferente de verdad que sea hereditaria con respecto a 
nuestras diecinueve Reglas, y pueda pertenecer a las premisas, pero 
no a la conclusión de algún argumento válido a. 

Para obtener una característica tal se introduce un modelo de 
tres elementos en términos del cual los símbolos en nuestras diecí- 
nueve Reglas puedan ser interpretados. Los tres elementos son Jos 
números 0, 1 y 2 que tienen papeles análogos a los que desempeñan 
los valores de verdad verdadero (T) y falso (F) introducidos en el 
Cap. 2. Todo enunciado tendrá uno de los tres elementos del modelo 
asignado a él, y se dirá que toma o tiene uno de los tres valores 
0, 1 0 2. Tal como en el Cap. 2 las variables sentenciales p, q, r, ... 
se permitía que tomaran los valores T y F, así aquí permitimos que 
P, q, Y, ... tomen los valores 0, 1 y 2. 


No Completud de las Diecinueve Reglas 69 


Los cinco símbolos “-—”, “”, “y”, “>” y “="” que ocurren en 
nuestras diecinueve Reglas pueden volverse a definir para (o en tér- 
minos de) nuestro modelo de tres elementos mediante las siguien- 
tes tablas a tres valores: 


pp p| q  pqopva p>qg  p=4q 
o 2 o 0. 0 0 0 0 
1 1 0 1 1 0 1 1 
2 0 0. 2 2 0 2 2 
1.0 1 0 0 1 
1 1 1 1 1 1 
1.2 2 1 1 1 
2 0 2 0 0 2 
2 1 2 1 0 1 
2 2 2 2 0 0 


Pueden darse definiciones analíticas alternativas (pero equivalen- 
tes), como sigue, en donde “mín(x, y)” denota el mínimo de los 
números x y y “máx(x, y)” denota el máximo de los números x y y. 


pq = máx(p, q) 
p y q = mín(p, q) 


La característica deseada $ que es hereditaria con respecto a 
nuestras diecinueve Reglas de Inferencia es la característica de 
tener el valor 0. Para demostrar que €s hereditaria con respecto a 
las diecinueve Reglas será suficiente demostrar que es hereditaria 
con respecto a cada una de las diecinueve Reglas. Esto puede mos- 
trarse para cada regla por medio de una tabla a tres valores. Por 
ejemplo, que tener el valor 0 es característica hereditaria con res- 
pecto a Modus Ponens puede verse examinando la tabla anterior 
que define el valor de “p > q” como una función del valor de “p” 
y de 'g”. Las dos premisas “p” y “p > q” tienen el valor 0 solamente 
en el primer renglón, y ahí la conclusión “q” tiene el valor 0 tam- 
bién. Examinando la misma tabla se ve que tener el valor 0 es he- 
reditario también para la Simplificación, la Conjunción y la Adí- 
ción. Llenando las columnas adicionales de “—p” y “—q” se mostrará 
que tener el valor 0 es hereditario respecto a Modus Tollens y tam- 
bién al Silogismo Disyuntivo, Que es hereditario con respecto al 
Silogismo Hipotético puede mostrarse mediante la tabla siguiente: 
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a 


e] 
a] 

— 
A] 


NV yNN»NDN»DD»DNDNN me o o o o ju jul pu DOS a 
VNN == = O OO NNNMA o OO ONO Y in == SO SOo¡o 
N=ON= ON m=OoN == ON OoN<* ON” oN'*oNrojs 
250200050000? ==» 5008NN0N-»-”»O000o/U 
G00r- =0N-0000»=-0N 0000 =-.-0N-ojU 
000000000772 =0 + +0 2-=++0*=008+08“U-0|/U 


Solamente en los renglones primero, décimo, decimonono, vige- 
simosegundo, vigesimoquinto, vigesimosexto y vigesimoséptimo tie- 
nen el valor 0 las premisas “p > q” y “g > r”, y en cada uno de ellos 
la conclusión “p > 7” tiene también el valor 0. Serán necesarias 
tablas aún más grandes para mostrar que tener el valor 0 es heredi- 
tario con respecto al Dilema Constructivo y al Dilema Destructivo 
pero es fácil hacerlas. (Sin embargo, no es absolutamente necesario 
construir esas tablas, porque las definiciones analíticas alternativas 
de la página anterior pueden usarse para mostrar que tener el valor 
0 es hereditario con respecto a los dilemas, como se hace más ade- 
lante. ) 

Al construir tablas a tres valores para verificar que tener el valor 
0 es hereditario con respecto al reemplazo de enunciados por sus 
equivalentes lógicos, notamos que aunque los bicondicionales mis- 
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mos no necesitan tener el valor 0, las expresiones que flanquean el 
signo de equivalencia necesariamente tienen el mismo valor, Por 
ejemplo, en la tabla apropiada al primero de los Teoremas de De 
Morgan, 


pa — q pq oolpa —pvqg Ap Q=(—pv 9) 
00 2 2 0 2 2 0 
01 2 1 1 1 1 1 
02 2 0. 2 0 0 0 
1.0 1 2 1 1 1 1 
1.1 1 1 1 1 1 1 
12 1 0. 2 0 0 0 
20 0 2 2 0 0 0 
21 0 1 2 0 0 0 
2 2 0 0 2 0 0 0 


«“ 


las expresiones equivalentes “—(p-q)” y “—pv —q” tienen el mis- 
mo valor en cada renglón aunque el enunciado de su equivalencia no 
tiene el valor 0 en los renglones dos, cuatro y cinco. Debe ser obvio, 
sin embargo, que tener el valor 0 es hereditario con respecto al 
reemplazo de todo o parte de un enunciado cualquiera por cualquier 
otro enunciado equivalente a la parte reemplazada, 

Hay demostraciones alternativas de que tener el valor 0 es he- 
reditario con respecto a las diecinueve Reglas, que hacen uso de 
nuestras definiciones analíticas de los símbolos lógicos. Por ejemn- 
plo, que tener el valor 0 es hereditario con respecto al Dilema 
Constructivo puede mostrarlo el siguiente argumento. Por hipótesis 
“(p>4q):(r>s)” y “pvr” tienen ambos el valor 0. Luego ambos 
“pg” yr > s” tienen el valor 0, luegoop=20g=0yor=2 
os = 0, Dado que “p v r” tiene el valor0,op”=0or=0.Sip=0 
entonces p 3 2 de donde q =0, y si r = 0 entonces r + 2, de donde 
s = (); por lo tanto, o q = 0 0 s = 0 de donde “q y s” tiene el valor 0, 
que es lo que había que mostrar. 

Una vez que se ha mostrado que la característica de tener el 
valor 0 es hereditaria con respecto a las diecinueve Reglas, para 
demostrar la no completud de esas reglas sólo hace falta exhibir 
un argumento válido cuyas premisas tengan el valor 0 y cuya con- 
clusión no tenga el valor 0. Un argumento tal es 

AB 
¿.AD(AB) 
cuya validez fácilmente se establece por una tabla de verdad. En el 


caso que “A” tenga el valor 1 y “B” tenga el valor 0, la premisa 
“A > B” tiene el valor 0, pero la conclusión “A > (A-B)” tiene el 
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valor 1. Por lo tanto, las diecinueve Reglas de Inferencia presen- 
tadas hasta ahora son incompletas. 


3.5. La Regla de Demostración Condicional 


A continuación introducimos una nueva regla para usarla en 
el método de deducción: la regla de Demostración Condicional. En 
esta sección la nueva regla se aplicará tan sólo a argumentos cuyas 
conclusiones son enunciados condicionales. La nueva regla puede 
aplicarse y justificarse mejor con referencia al principio de Ex- 
portación y la correspondencia, señalada en el Cap. 2, entre formas 
de argumento válidas y tautologías., 

A todo argumento le corresponde un enunciado condicional cuyo 
antecedente es la conjunción de las premisas del argumento y 
cuyo consecuente es la conclusión del argumento. Como se ha se- 
ñalado, un argumento es válido si y sólo si su correspondiente con- 
dicional es una tautología. Si un argumento tiene un enunciado 
condicional como conclusión, que podemos simbolizar A > C, enton- 
ces si simbolizamos la conjunción de sus premisas como P, el ar- 
gumento es válido si y sólo si el condicional 


(1) P(A>C) 


es una tautología. Si podemos deducir la conclusión A > C de las 
premisas conjuntas en P por una secuencia de argumentos válidos 
elementales, habremos así demostrado la validez del argumento y 
que el condicional asociado (1) es una tautología. Por el principio 
de Exportación, (1) es lógicamente equivalente a 


(2) (P-A)C 


Pero (2) es el condicional asociado con un argumento un tanto 
diferente. Este segundo argumento tiene como premisas todas las 
premisas del primer argumento, además de una premisa adicional 
que es el antecedente de la conclusión del primer argumento. Y 
la conclusión del segundo argumento es el consecuente de la con- 
clusión del primer argumento. Ahora bien, si deducimos la conclu- 
sión del segundo argumento, C, de las premisas conjuntas en P-A 
por una sucesión de argumentos válidos elementales, habremos 
demostrado que su enunciado condicional asociado (2) es una 
tautología. Pero como (1) y (2) son lógicamente equivalentes 
esto demuestra que (1) es una tautología también, de donde se sigue 
que el argumento original con una premisa menos y la conclusión 
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condicional A > C, también es válido. Ahora, la regla de Demostra- 
ción Condicional no permite inferir la validez de cualquier argumento 


P 
ADC 


de una demostración formal de validez para el argumento 
P 


A 
".C 


Dado cualquier argumento cuya conclusión es un enunciado con- 
dicional, una demostración de su validez usando la regla de Demos- 
tración Condicional, es decir, una demostración condicional de su 
validez, se construye suponiendo que el antecedente de su conclusión 
es una premisa adicional y luego deduciendo el consecuente de su 
conclusión por una sucesión de argumentos válidos elementales. Así, 
una demostración condicional de validez para el argumento 


(Av B) > (C-D) 
(DvE) > F 
ADE 
Puede escribirse como 

L (AvB)> C-D) 

2. (DVEJDF /.ADF 

dl AE ACP) 

4 AvB 3, Ad. 

5. CD 1, 4, M.P. 

6 DC 5, Conm. 

7. D 6, Simp. 

8. DvE 7, Ad. 

9 F 2, 8, M.P. 


Aquí la diagonal de separación, así como el símbolo “por lo tanto” de 
los tres puntos, y el “C.P.” entre paréntesis, indican que se está 
usando la regla de la Demostración Condicional. 

Dado que la regla de Demostración Condicional puede usarse al 
tratar cualquier argumento válido con un enunciado condicional 
como conclusión, puede aplicársele más de una vez en el curso de 
una misma deducción. Así, una demostración condicional de validez 
para 


AD(BIC) 
B>(C>D) 
“.AD(BID) 
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será una demostración de validez para 

AD(BIC) 

B>(CID) 

Á 

BID 
y como el último tiene una conclusión condicional, se le puede dar 
una demostración condicional demostrando la validez de 

AD(BIC) 

B>5(CID) 

A 

B 

.D 
Cada uso del método condicional debiera ser señalado con una diago- 
nal adicional y un signo “por lo tanto”, además de la notación 
“(C.P.)”. La demostración sugerida se escribiría : 


E XDBO) 

2 BI(CCID) /“.AD(BOID) 
3 A /S-B3D (CP) 
4. B /S.D (CP) 
B. BC 1,3, M.P. 

6. C 5,4, MP. 
CD 2, 4, M.P. 

8 D 7,6, MP. 


La regla de Demostración Condicional es una genuina contribu- 
ción a las herramientas de demostración de las Secs. 3.1 y 3.2, No 
solamente permite construir demostraciones más breves de la validez 
de los argumentos, validez que podría demostrarse haciendo llamado 
a las diecinueve Reglas de Inferencia exclusivamente, sino que tam- 
bién nos permite establecer la validez de argumentos válidos cuya 
validez no podría demostrarse con referencia a la lista original sola. 
Por ejemplo, en la Sec. 3.4 se demostró que el argumento obviamente 
válido 


A>B 

 AD(AB) 
no se puede demostrar utilizando la lista original de diecinueve Re- 
glas tan sólo. Pero se le demuestra fácilmente usando, además, la 
regla de Demostración Condicional. Su demostración condicional de 
validez es 


LñL ADB /.AD(AB) 
2, A / o A*B (C.P.) 
3. B 1,2, M.P. 

4. A-B 2, 3, Conj 
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EJERCICIOS 


Dar demostraciones condicionales de validez para los Ejercicios *21, 22, 
23, 24 y 25 de la Pág. 65. 


3.6. La Regla de Demostración Indirecta 


El método de demostración indirecta, a menudo llamado método 
de demostración por reducción al absurdo, es familiar para todos los 
que hayan estudiado la geometría elemental. Al deducir sus teoremas, 
Euclides suele empezar suponiendo lo opuesto de lo que se propone 
demostrar. Si este supuesto conduce a una contradicción o “se reduce 
a un absurdo” entonces el supuesto debe ser falso, y su negación —el 
teorema que se desea demostrar— debe ser verdadera. 

Una demostración indirecta de validez para un argumento dado 
se construye suponiendo, como premisa adicional, la negación de su 
conclusión y deduciendo entonces una contradicción explícita del 
conjunto aumentado de las premisas. Así, una demostración indirecta 
de validez para el argumento 


AD (B*C) 
(BvD) E 
DvA 
puede escribirse como a continuación: 
L. AD(B-C) 
2. (BvD)DE 
3. DvA /..E 
4. =E I.P. (Demostración Indirecta) 
5. —BvD) 2,4,MT. 
6. —B-—D  5,DeM. 
71. —D:—B 6,Conm. 
8. —D 7, Simp. 
9. A 3,8, DS. 
10. BC 1, 9, M.P. 
11. B 10, Simp. 
12 —B 6, Simp. 
13, 


B-=B 11,12, Conj. 


El renglón 13 es una contradicción explícita, luego, la demostración 
es completa, pues la validez del argumento original se sigue por la 
regla de Demostración Indirecta. 
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Es fácil demostrar que de una contradicción es posible deducir 
válidamente cualquier conclusión, En otras palabras, cualquier argu- 
mento de la forma 


2) 
=p 
q 
es válido, sin importar los enunciados que se sustituyan por las 
variables p, q. Así, de los renglones 11 y 12 de la demostración ante- 
rior es posible deducir la conclusión E en solamente dos renglones 
más. Esta continuación procedería: 


14. BvE 11, Ad. 
15. E 14, 12, D.5. 


Luego, es posible considerar una demostración indirecta de validez 
de un argumento dado, no como la deducción de su invalidez del 
hecho que se obtuvo una contradicción, sino deduciendo la conclu- 
sión de ese argumento a partir de la contradicción misma. Así, en 
vez de considerar una reducción al absurdo como un proceder hacia 
la contradicción, podemos verla como un pasar por la contradicción 
hacia la conclusión del argumento original. Simbolizando la con- 
junción de las premisas de un argumento como P y su conclusión 
como C, entonces una demostración indirecta de validez de 


P 
".C 
la proporcionará una demostración formal de validez del argumento 
P 
=C 
".C 
¿Qué conexión existe entre los dos argumentos 


que hace que demostrar el segundo como válido basta para establecer 
la validez del primero? Una demostración formal de validez para el 
último constituye una demostración condicional de validez para un 
tercer argumento 


P 
LACIE 


Pero la conclusión de este tercer argumento es lógicamente equiva- 
lente a la conclusión del primero, Por la definición de la implicación 
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material, —C > C es lógicamente equivalente a ——CvC que es 
lógicamente equivalente a C v C por el principio de la Doble Negación. 
Y CvC yC son lógicamente equivalentes por el principio de Tauto- 
logía. Como los argumentos primero y tercero tienen premisas idén- 
ticas y conclusiones lógicamente equivalentes, toda prueba de validez 
para uno es una demostración de validez para el otro. Una demos- 
tración de validez para el segundo argumento es una demostración 
condicional del tercero a la vez que una demostración indirecta del 
primero, Luego, vemos que hay una relación íntima entre el método 
condicional y el método indirecto de demostración, esto es, entre 
la regla de Demostración Condicional y la regla de Demostración 
Indirecta. 

Al agregar la regla de Demostración Indirecta refuerza todavía 
más nuestra herramienta de demostración. Todo argumento cuya 
conclusión sea una tautología puede demostrarse válido independien- 
temente de cuáles sean sus premisas por el método de las tablas de 
verdad. Pero si la conclusión tautológica de un argumento no es un 
enunciado condicional y las premisas son consistentes entre sí y com- 
pletamente ajenas a la conclusión, entonces el argumento no puede 
demostrarse válido por el método de deducción sin hacer uso de la 
regla de Demostración Indirecta, Aunque el argumento 


A 
“.Bv(B>C) 


no puede demostrarse válido por los medios presentados en las sec- 
ciones precedentes, su validez fácilmente se establece por medio de 
la regla de Demostración Indirecta. Nuestra demostración de su vali- 
dez es: 


LA /.Bv(BC) 
2. —[BvíBC)] IP. 

3. —[Bv(—BvC)] 2, Impl. 

4 —(Bv-=—B)vC] 3, Asoc. 

5. —(Bv—B)-—C 4,DeM. 

6. —(Bv—B) 5, Simp. 

TV —B o —B 6, De M. 


Nuestras diecinueve Reglas de Inferencia, junto con las reglas de 
Demostración Condicional e Indirecta, nos proporcionan un método 
de deducción que es completo. Cualquier argumento cuya validez 
pueda establecerse por medio de tablas de verdad puede demostrarse 
válido por el método de deducción presentado en las Secs. 3.1, 3.2, 
3.5 y 3.6. Sin embargo, esto será demostrado hasta el final del 
Cap. 7. 
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EJERCICIOS 
Para cada uno de los siguientes argumentos construya una demostración 


formal de validez y una demostración indirecta y compare las longitudes de 
una y otra: 


1. AvíB-C) 4. (MvN)>(0:P) 
AD (OY Q) D(=R'S) 
“€ (RvT) > (M-U) 

Co WR 

2. (DvE) > (FC) 5, (VW) (XD Y) 
(=—G yv H) > (D*F) (Wo Z):(Y > —A) 
.G (2 Bl (AD C) 

V-X 
oPB*C 

3. (HDI RK) 

UvK)>L 
—L 
 (HvJ) 


3.7. Demostración de Tautologías 


Lós métodos de demostración de validez condicional e indirecta, 
pueden usarse no sólo para establecer la validez de argumentos, 
sino también para demostrar que ciertos enunciados y formas senten- 
ciales son tautologías. Todo enunciado condicional corresponde, en 
cierto sentido, a un argumento cuya única premisa es el ante- 
cedente del condicional y cuya conclusión es el consecuente del 
condicional. El condicional es una tautología si y sólo si ese argu- 
mento es válido. Luego, un condicional se demuestra que es tauto- 
lógico deduciendo su consecuente de su antecedente por medio de 
una secuencia de argumentos válidos elementales. Así, el enunciado 
(A-B)> A se demuestra que es tautológico por la misma secuen- 
cia de renglones que demuestra la validez del argumento 

A-B 

LA 
Se ha dicho antes que el método condicional puede usarse repetida- 
mente en una demostración. Así, el enunciado condicional. 


(QIR)[(P>Q)(POR)] 
se demuestra tautológico como sigue: 


LO OQOR /¿APDQO)D(PIR) (CP) 
2. POQ /.POR (C.P.) 
3. POR 2, 1, H.5. 
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Para ciertos enunciados condicionales complicados, este método de 
demostración de ser tautológicos es más corto y más fácil que la 
construcción de tablas de verdad. 

Hay muchas tautologías que no son de forma condicional y a 
éstas no es aplicable el método precedente, Pero toda tautología 
puede establecerse como tal por el método de demostración indi- 
recta. Aplicado a un argumento, el método indirecto de demostración 
de validez, éste procede agregando la negación de su conclusión a 
las premisas del argumento, y luego deduciendo una contradicción 
por una secuencia de argumentos válidos elementales. Aplicado a 
un enunciado, el inétodo indirecto para demostrar que es una tauto- 
logía consiste en tomar su negación como premisa y luego deducir 
una contradicción explícita por una secuencia de argumentos váli- 
dos elementales, Así, el enunciado Bv —-B se demuestra tautológico 
como sigue: 


L —(Bv=B) /.Bv-—B (LP.) 
2 Br —B 1, De M. 


Decir que un enunciado es una tautología es afirmar que su 
verdad es incondicional, de modo que puede establecerse sin recu- 
rrir a ningún otro enunciado como premisa. Otra forma de decirlo, 
tal vez no muy susceptible de interpretarse mal, es afirmar la validez 
del “argumento” que tiene al enunciado en cuestión como “conclu- 
sión”, pero no tiene premisas. Si la “conclusión” es una tautología, 
entonces el método de deducción nos permite demostrar que el 
“argumento” es válido aunque carece de premisas—usando ya sea 
la regla de Demostración Condicional o la regla de Demostración 
Indirecta—. Toda tautología puede establecerse por el método de de- 
ducción, aunque esta afirmación no será demostrada sino hasta el 
final del Cap. 7. 


EJERCICIOS 


I. Verifique las siguientes tautologías por el método de demostración con- 
dicional: 
LPI>(Q>P 
2, [PT(QRIO(P5O)>(POR)] 
3. [P>(QRBI]D[Q(PR)] 
4. (PDOD(-Q5>-—P) 
POP 
8 POD -P 
7. (A>5B)[(BIC)I(A>0C)] 
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8. [(4 > B)-(A > C)] > [A > (Bv C)) 
9. [(4 > B)-(A > C)] > [A > (B-C)] 
*10. (A>B)>[A >(A:B)] 
11. (4>B)>[(A >B)> B] 
12. (4>B)>[(4:C) > (B-C)] 
13, [(4 >5B)> B] > (A vB) 
14. (B>C) > [(A v Bi > (C y A)] 

*15. [A > (B-C)] > [[B > (D*E)] > (4 > D)) 
16. ((AvB)>C] > ([(CvD)>E] > (A > E)) 
17. [(4A3B)>A]DA 
18. P>(P-P) 

19. (P-Q)>P 

20. (P> Q) > [Q-R) > —(R=P)] 
HN. Con el método de demostración indirecta verifique que las siguientes son 

tautologías: 

"1. (ADB)V(AD B) 

2. (AD B)v(—A > B) 

3. (AD B)v(B> A) 

4. (A>B)v(B>C) 

"5. (AB vr( ADC) 

8. AVíA DB) 

TP=--—P 

8. A=[A-(A y B)] 

9. A=[A v(A-B)] 

10. —[(A > —A):(—A > A)] 


3.8. La Regla de Demostración Condicional Reforzada 


En las secciones precedentes se aplicó el método de Demostración 
Condicional solamente a los argumentos que tuvieran conclusiones 
en forma condicional. Pero en el capítulo siguiente será conveniente 
usar algo como el método de Demostración Condicional para argu- 
mentos cuyas conclusiones no son enunciados condicionales explí- 
citos, Para lograr este propósito reforzamos nuestra regla de Demos- 
tración Condicional dándole así una más amplia aplicabilidad. 

Para formular nuestra regla de Demostración Condicional refor- 
zada es útil adoptar un nuevo método de escritura de las demostra- 
ciones que utilizan el Método Condicional. Como se explicó en la 
Sec. 3.5, hemos usado el método de Demostración Condicional para 
establecer la validez de un argumento que tuviese un condicional 
como conclusión, agregando el antecedente de ese condicional a 
las premisas del argumento como un supuesto, y luego deduciendo 
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el consecuente del condicional. La notación en la Sec, 3.5 involu- 
craba el uso de una línea diagonal y un signo por lo tanto extra, 
como al demostrar la validez del argumento 


A>B 
AD(AB) 


por la siguiente demostración de cuatro renglones: 


L AB /¿.AD(AB) 


2. A /S.A=B (C.P.) 
3. B 1, 2, M.P. 
4. A-B 2, 3, Cunj. 


Los siguientes cinco renglones constituyen una Demostración Con- 
dicional de validez para el mismo argumento en la nueva notación: 


L ADB /.A>D(a5B) 


2. A supuesto 
3. B 1, 2, M.P. 
4. AB 2, 3, Conj. 


5. AD(A-B, 2-4,C.P. 


Aquí el quinto renglón se infiere, no de uno ni de dos de los ren- 
glones precedentes, sino de la secuencia de los renglones 2, 3 y 
4, que constituyen una deducción válida del renglón 4 a partir de 
los renglones 1 y 2. En el renglón 5 inferimos la validez del ar- 
gumento 

AB 

.AD(A-B) 


a partir de la validez demostrada del argumento 


AB 

A 

AB 
Esa inferencia “se justifica” notando la secuencia de renglones a 
los que se recurre, y usando las letras “C.P.” para mostrar que se 
está usando el principio de Demostración Condicional. 


En la segunda de las demostraciones precedentes, en el renglón 
2 —la hipótesis— tiene a los renglones 3 y 4 como dependientes. 
El renglón 5, sin embargo, no depende del renglón 2, sino solamente 
del renglón 1. El renglón 5 está, por lo tanto, fuera o fuera del al- 
cance del supuesto que se hace como renglón 2. Cuando se hace un 
supuesto en una Demostración Condicional de validez, siempre se 
limita su “alcance”, nunca extendiéndolo hasta el último renglón 
de la demostración. 
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Ahora se introduce una notación que es muy útil para seguir 
la pista de los supuestos y de sus alcances. Con este propósito se 
usa una flecha doblada, cuya punta se encuentra a la izquierda del 
supuesto y cuya línea se hace correr a todo lo largo de los renglones 
que están dentro del alcance del supuesto doblando la línea hacia 
dentro para indicar el final del alcance de ese supuesto. El alcance 
del supuesto de la demostración precedente se indica entonces como 
sigue: 


1. AB /.AD(A:B) 
2. Á supuesto 
3. B 1, 2, M.P. 

4. A-B 2, 3, Conj. 


5. AD(A-B) 2-4,C.P. 


Debe observarse que solamente un renglón inferido por el principio 
de Demostración Condicional termina el alcance de un supuesto, y 
que todo uso de la regla de Demostración Condicional sirve para 
terminar el alcance de un supuesto. Cuando se ha terminado el al- 
cance de un supuesto se dice que este supuesto ha sido liberado y 
ningún renglón subsecuente podrá justificarse con referencia al su- 
puesto o con referencia a ningún renglón que se encuentre entre el 
mismo y el renglón inferido por la regla de Demostración Condicional 
que lo libera. Tan sólo los renglones que se encuentren entre un 
supuesto de alcance limitado y el renglón que lo libera pueden justifi- 
carse con referencia a este supuesto. Después de haber liberado un 
supuesto de alcance limitado puede hacerse otro supuesto semejante 
y liberársele después, O también puede hacerse otro supuesto de al- 
cance limitado dentro del alcance del primero. Los alcances de 
supuestos diferentes pueden seguir el uno al otro o estar uno de ellos 
enteramente contenido en el otro. 


Si el alcance de un supuesto no se extiende hasta el final de 
una demostración, entonces el renglón final de la demostración no 
depende de ese supuesto, sino que se ha demostrado que se sigue 
de las premisas originales solamente. En consecuencia, no necesi- 
tamos restringirnos a la utilización de supuestos que sólo sean ante- 
cedentes de conclusiones condicionales. Cualquier proposición puede 
tomarse como supuesto de alcance limitado, pues el renglón final 
que es la conclusión estará siempre más allá de su alcance y será 
independiente del mismo. 

Una demostración más compleja que involucra dos supuestos 
es la que damos a continuación (incidentalmente cuando usamos 
nuestra notación de flecha doblada, no es necesario escribir la pa- 
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labra “supuesto”, ya que cada supuesto está suficientemente iden- 
tificado como tal por la punta de flecha que se halla a su izquierda): 
(AvB) > KCvD) DE] /.AD(C:D)>E] 

A 


E 
2, 
USE 


. AvB 2, Ad. 

4. (CvD)DE 1, 3, MP. 

5. CD 

6. C 5, Simp. 

T CvD 6, Ad. 

8 E 4,7, M.P. 

9. (CD)DE 5-8, C.P. 
10. ADLC:D) E] 2-9, CP. 


En esta demostración, los renglones 2 al 9 están dentro del alcance 
del primer supuesto, mientras que los renglones 5, 6, 7 y 8 están 
dentro del alcance del segundo supuesto. De estos ejemplos clara- 
mente se ve que el alcance del supuesto « en una demostración 
consiste en todos los renglones a hasta p, donde el renglón que sigue 
a y es de la forma « > y y está inferido por C.P. de dicha secuencia 
de renglones. En la demostración precedente, el segundo supuesto 
está dentro del alcance del primero, porque está entre el primer 
supuesto y el renglón 10 que es inferido por C.P. a partir de la 
secuencia de los renglones 2 al 9. 


Cuando usamos este nuevo método de escritura de una Demos- 
tración Condicional de validez el alcance de cada premisa original se 
extiende hasta el final de la demostración. Las premisas originales 
pueden complementarse agregando supuestos adicionales siempre que 
los alcances de estos últimos sean limitados y no se extiendan hasta 
el final de la demostración. Cada renglón de una demostración for- 
mal de validez debe ser o una premisa o un supuesto de alcance 
limitado, o debe seguirse válidamente a partir de uno o dos renglones 
precedentes por una regla de inferencia, o debe seguirse de una 
secuencia de renglones que le preceda por el principio de Demos- 
tración Condicional. 

Debe observarse que el principio reforzado de Demostración Con- 
dicional incluye el método de Demostración Indirecta como caso 
especial. Ya que cualquier supuesto de alcance limitado puede hacer- 
se en una Demostración Condicional de validez, podemos tomar 
como supuesto la negación de la conclusión del argumento. Después 
de obtener una contradicción, se puede continuar por la contradic- 
ción hasta obtener la conclusión deseada por el Silogismo Disyun- 
tivo y por la Adición. Una vez que se ha hecho esto, podemos usar 
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la regla de Demostración Condicional para terminar el alcance de 
ese supuesto y obtener un condicional cuyo consecuente sea la 
conclusión del argumento y cuyo antecedente sea la negación de 
esa conclusión. Y de un condicional semejante se seguirá la conclu- 
sión del argumento por Implicación, Doble Negación y Tautología. 

De aquí en adelante nos referiremos a la regla de Demostración 
Condicional reforzada simplemente como la regla de Demos- 
tración Condicional. 


EJERCICIOS 


Utilice el método de demostración condicional reforzado para demostrar 
la validez de los siguientes argumentos. 


'LADB 4. Qv(ROS) 
BI[CI2-=-=C)3 D)] [RO (R*S)] > (Tv U) 
ADD (TO Q)(U> V) 

Qv vr 

2. (EvF)>G 5 [WO (XxX: YM]: [Z ) UX v Y)] 
HO (JT (A DW) (BD Z) 
(EDO HHOD (AD X) BO Y) 

"X=Y 
3. (K>L) (MON) 6. (CVD) (EDF) 
(LvN) > ([O 5 (OvP) D (K-M)) [E > (E:F)J]> CG 
-.K=M GO[(Hv-——H) > (C:H)] 
¿-.C=G 


3.9. Técnica Abreviada de Tabla de Verdad-——Método 
de Reducción al Absurdo 


Hay todavía otro método de probar la validez de los argumentos 
y de clasificar los enunciados en tautológicos, contradictorios o con- 
tingentes. En la sección precedente señalamos que un argumento es 
inválido si y sólo si es posible asignar valores de verdad a sus 
enunciados simples componentes de forma tal que las premisas 
se hagan verdaderas y la conclusión falsa. Es imposible hacer tales 
asignaciones de valores de verdad en el caso en que el argumento 
sea válido. Por tanto, para demostrar que un argumento es válido 
es suficiente demostrar que no se pueden asignar valores de esa 
manera. Lo hacemos mostrando que sus premisas pueden hacerse 
verdaderas al tiempo que su conclusión falsa solamente dando 
valores de verdad de manera inconsistente, de modo que algún 
enunciado componente tiene asignados ambos valores, T y F. En 
otras palabras, si el valor T se asigna a cada premisa y el valor F 
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a la conclusión de un argumento válido, esto requerirá que se asigne 
tanto T como F a algún enunciado componente, lo que desde luego 
es una contradicción. 


Así, para demostrar la validez del argumento 


(A v B) > (C-D) 
(DvE)> F 
ADE 


asignamos T a cada premisa y F a la conclusión. Asignar F a la 
conclusión requiere que se asigne T a A y F se asigne a F. Como se 
ha asignado T a A, el antecedente de la primera premisa es verda- 
dero, y como la premisa tiene asignado T, su consecuente debe tam- 
bién tener el valor verdadero, lo que implica que T se asigne tanto 
a C como a D. Como D tiene el valor T, el antecedente de la segunda 
premisa es verdadero, y como la premisa tiene asignado el valor T, 
también su consecuente debe tener el valor verdadero luego F debe 
tener el valor T. Pero ya nos hemos visto obligados a asignar el valor 
F a F para hacer la conclusión falsa. Por lo tanto, el argumento es 
inválido sólo si el enunciado F es verdadero y es falso, cosa imposible. 
Este método de demostrar la validez de un argumento es una versión 
de la técnica de reducción al absurdo, que utiliza asignaciones de 
valores de verdad y no Reglas de Inferencia, 

Es fácil extender el uso de este método a la clasificación de 
enunciados (y formas sentenciales). Así, para certificar que la ley 
de Peirce [(p>q)>p]>p €es una tautología, asignamos a la 
misma el valor F, que requiere asignar T a su antecedente [(p > q) 
> p] y F a su consecuente p. Para que el condicional [(p > q) > p] 
sea verdadero siendo su consecuente p falso, su antecedente (p > q) 
debe tener asignado el valor de verdad F también. Pero para que el 
condicional p > q sea falso, su antecedente p debe tener asignado 
el valor T y su consecuente q asignado F. Sin embargo, ya nos vimos 
obligados previamente a asignar F a p, de modo que suponiendo 
falsa la ley de Peirce se llega a una contradicción, lo que demuestra 
que es una tautología. 


Si es posible asignar consistentemente valores de verdad a sus 
componentes sobre el supuesto de que es falsa, la expresión en 
cuestión no es una tautología, sino que o es una contradicción o una 
contingencia. En tal caso intentamos asignar valores de verdad 
que la hagan verdadera. Si esto conduce a una contradicción la ex- 
presión no puede ser verdadera y debe ser una contradicción. Pero 
si se pueden asignar valores de verdad para hacerla verdadera y 
otros valores para hacerla falsa, entonces no es ni una tautología 
ni una contradicción, sino que es contingente. 


86 El Método de Deducción 


El método de reducción al absurdo de asignar valores de verdad es 
con mucho el más fácil y más rápido de los métodos de prueba de 
argumentos y clasificación de enunciados. Sin embargo, su aplicación 
es más o menos fácil, dependiendo del caso. Si se asigna F a una 
disyunción, debe asignarse F a ambos disyuntos, y cuando se asigne 
T a una conjunción habrá que dar el valor T a cada uno de los enun- 
ciados conyuntos. Aquí la secuencia de asignaciones es forzada. Pero 
donde haya que asignar T a una disyunción o F a una conjunción, 
esta asignación no determina por sí misma cuál de los disyuntos es 
verdadero o cuál de los conyuntos es falso. Aquí tendríamos que 
experimentar y hacer varias “asignaciones de prueba”, lo que reduce 
la ventaja del método para casos tales. A pesar de estas complita- 
ciones, sin embargo, en la gran mayoría de los casos el método de 
reducción al absurdo es superior a cualquier otro método conocido. 


EJERCICIOS 


1. Use el método de reducción al absurdo de asignación de valores de verdad 
para decidir la validez o la invalidez de las formas de argumentos de los 
ejercicios de las Págs. 40 a 43. 


2. Use el método de reducción al absurdo de asignar valores de verdad para 
establecer que los enunciados de los Ejercicios 1 y II de las Págs. 79-80 son 
tautologías. 


3. Use el método de reducción al absurdo de asignación de valores de ver- 
dad para clasificar las formas sentenciales del Ejercicio 1, de la Pág. 47, 
como tautológicas, contradictorias o contingentes 


Funciones Proposicionales 
y Cuantificadores 


4.1. Proposiciones Singulares y Proposiciones Generales 


Las técnicas lógicas hasta aquí desarrolladas sólo se aplican a 
los argumentos cuya validez depende de la manera en que se com- 
binan los enunciados simples en enunciados compuestos función 
de verdad. Esas técnicas no son aplicables a argumentos tales como: 


Todos los humanos son mortales. 
Sócrates es humano. 
Por lo tánto, Sócrates es mortal. 


La validez de un tal argumento depende de la estructura lógica in- 
terna de los enunciados no compuestos que contiene. Para evaluar 
tales argumentos debemos desarrollar métodos de análisis de enun- 
ciados mo compuestos y desarrollar una simbología para sus 
estructuras internas. 

La segunda premisa del argumento que precede es una propo- 
sición singular; afirma que el individuo Sócrates tiene el atributo 
de ser humano. “Sócrates” es llamado el término sujeto y “huma- 
no”, el término predicado. Cualquier proposición singular (afirma- 
tiva) asegura que el individuo al que se refiere el término sujeto 
tiene el atributo que designa su término predicado. Consideramos 
individuos no sólo a las personas, sino también a cualesquier co- 
sas: animales, ciudades, naciones, planetas o estrellas de los cuales 
pueden significativamente predicarse atributos. Los atributos no sólo 
son designados por los adjetivos, sino también por nombres o ad- 
verbios y aun por verbos; así “Elena es un encanto” y “Elena encanta” 
tienen el mismo significado que también puede expresarse como: 
“Elena es encantadora”. 

En las proposiciones singulares, como símbolos para denotar los 
individuos usamos las minúsculas “a” hasta “w”, tomando, usual- 
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mente, la primera letra del nombre de un individuo para denotar a 
éste. Como estos símbolos denotan individuos, los llamamos cons- 
tantes individuales. Para designar atributos usamos letras mayúscu- 
las, siguiendo el mismo principio en su selección, Así, en el contexto 
del argumento precedente se denota Sócrates con s y simbolizamos los 
atributos humano y mortal por medio de las letras mayúsculas “H” y 
“M”. Para expresar una proposición singular en nuestro simbolismo 
escribimos el símbolo de su término predicado a la izquierda del 
símbolo para su término sujeto. De este modo simbolizamos “Sócrates 
es humano” como “Hs” y “Sócrates es mortal” como “Ms”.: 
Examinando las formulaciones simbólicas de las proposiciones 
singulares que tienen el mismo término predicado, observamos que 
siguen un patrón común. Las formulaciones simbólicas de las propo- 
siciones singulares “Aristóteles es humano”, “Boston es humano”, 
“California es humana”, “Descartes es humano”, ..., que son “Ha”, 
“Hb”, “Hc”, “Hd”, ..., cada una consiste en el símbolo de atributo 
“H” seguido por una constante individual. Usamos el símbolo “Hx” 
para simbolizar el patrón común de todas las proposiciones singulares 
que afirman qué individuos tienen el atributo humano. La minúscula 
“x” —llamada una variable individual— es meramente un señalador 
que sirve para indicar dónde puede escribirse una constante indi- 
vidual para dar lugar a una proposición singular. Las proposiciones 
singulares “Ha”, “Hb”, “Hc”, “Hd”, ... o son verdaderas o son falsas; 
pero “Hx”, no es verdadera ni es falsa pues no es una proposición. 
Expresiones tales como “Hx”, son denominadas “funciones propo- 
sicionales” Estas se definen como expresiones que contienen varia- 
bles individuales y se convierten en proposiciones cuando sus variables 
individuales son reemplazadas por constantes individuales.? Toda 
proposición singular puede considerarse como una instancia de sus- 
titución de la función proposicional de la que resulta por la sustitu- 
ción de una constante individual para la variable individual en la 
función proposicional, El proceso de obtener una proposición a partir 
de una función proposicional sustituyendo una constante por una 
variable se llama “instanciación”. Las proposiciones singulares nega- 
tivas “Aristóteles no es humano” y “Boston no es humano”, que se 
simbolizan como “—Ha” y “—Hb”, resultan por instanciación de la 
función proposicional “-—Hx” de la cual son instancias de sustitución. 
Vemos así que en las funciones proposicionales se pueden presentar 


1 Algunos lógicos encierran las constantes individuales entre paréntesis, simbolizando 
“Sócrates es humano” como “H(s)”, pero no nos apegaremos a esta escritura en esta 
obra. 

2 Algunos autores definen las “funciones proposicionales”” como los significados de 
expresiones tales, pero aquí las definimos como las expresiones mismas. 
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otros símbolos además de los símbolos de atributos y las variables 
individuales. 

Las proposiciones generales tales como “Todo es mortal” y “Algo 
es mortal” difieren de las proposiciones singulares en no contener 
nombres de individuos. Sin embargo, también pueden considerarse 
como resultantes de las funciones proposicionales, no por instancia- 
ción, sino por el proceso llamado “generalización” o “cuantificación”. 
El primer ejemplo, “Todo es mortal”, puede expresarse de manera 
alternativa como 


Dada cualquier cosa individual, ésta es mortal. 


Aquí el pronombre demostrativo ésta (o el pronombre relativo “ella”) 
se refiere a la palabra “cosa” que le precede en el enunciado. Podemos 
usar la variable individual “x” en lugar del pronombre “ela” y su 
antecedente parafraseando la primera proposición general como 


Dado cualquier x,x es mortal. 


Podemos usar entonces la notación que ya hemos introducido para 
reescribirlo, como 


Dado cualquier x, Mx. 


La frase “Dado cualquier x” es un “cuantificador universal” y se sim- 
boliza como “(x)”. Usando este nuevo símbolo podemos simbolizar 
completamente nuestra primera proposición general como 


(1)Mx 


De manera semejante podemos parafrasear la segunda proposi- 
ción general “Algo es mortal”, sucesivamente como 
Existe cuando menos una cosa que es mortal. 


Existe cuando menos una cosa tal que ésta es mortal. 
Existe cuando menos un x tal que x es mortal. 


y como 
Existe cuando menos un x tal que Mx. 


La frase “Existe cuando menos un x tal que” es un “cuantificador 
existencial” y se simboliza como “(3x)”. Utilizando el nuevo símbolo 
podemos simbolizar por completo nuestra segunda proposición gene- 
ral como 


(x)Mx 


Una proposición general se obtiene de una función proposicional 
poniendo o un cuantificador universal o un cuantificador existencial 
antes de la misma. Es obvio que la cuantificación universal de una 


90 Funciones Proposicionales y Cuantificadores 


función proposicional es verdadera si y sólo si todas sus instancias 
de sustitución son verdaderas, y que la cuantificación existencial de 
una función proposicional es verdadera si y sólo si tiene cuando 
menos una instancia de sustitución verdadera. Concediendo que hay 
al menos un individuo, entonces toda función proposicional tiene al 
menos una instancia de sustitución (verdadera o falsa ). Con esta hi- 
pótesis, si la cuantificación universal de una función proposicional es 
verdadera, entonces su cuantificación existencial también debe serlo. 

Otra relación entre la cuantificación universal y la cuantificación 
existencial se muestra considerando dos proposiciones generales adi- 
cionales “Algo no es mortal” y “Nada es mortal”, que son las nega- 
ciones respectivas de las dos proposiciones generales primeramente 
consideradas. “Algo no es mortal” se simboliza como “(3x)—Mx” y 
“Nada es mortal” como “(x)-=Mx”. Estas muestran que la negación 
de la cuantificación universal (existencial) de una función propo- 
sicional es lógicamente equivalente a la cuantificación existencial 
(universal) de la nueva función proposicional que resulta al poner 
un símbolo de negación frente a la primera función proposicional. 
Usando la letra griega + para representar cualquier símbolo de 
atributo, los enlaces generales entre la cuantificación universal y la 


existencial pueden describirse en términos del siguiente diagrama 
cuadrado: 


(x) Dx Contrarias (1) > Lx 


Gu bx (3x) > Dx 


Subcontrarias 


Suponiendo la existencia de al menos un individuo: podemos decir 
que las dos proposiciones de arriba son contrarias, esto es, que ambas 
pueden ser falsas, pero no pueden ser ambas verdaderas; las dos 
proposiciones de la parte baja son subcontrarias, es decir, que pueden 
ser ambas verdaderas, pero no pueden ambas ser falsas; las propo- 
siciones que están en los extremos de las diagonales son contradicto- 
rias, una de las cuales debe ser verdadera y la otra falsa; y final- 
mente, de cada lado, la verdad de la proposición más baja es 


implicada por la verdad de la proposición situada directamente 
arriba de ella. 


Proposiciones Singulares y Proposiciones Generales 91 


La lógica tradicional hacía énfasis en los cuatro tipos de propo- 
siciones sujeto-predicado ilustrados por las siguientes: 


Todos los humanos son mortales. 
Ningún humano es mortal. 
Algunos humanos son mortales. 
Algunos humanos no son mortales. 


Estas se clasificaban respectivamente como “afirmativa universal”, 
“negativa universal”, “afirmativa particular”, y “negativa particular”, 
y sus tipos se abreviaban como “A”, “E”, “F”, “0”. (Los nombres de 
las letras se presume que provienen del latín “Affirmo” y, “nEgO, que 
significan yo afirmo y yo niego.) Estas 4 formas especiales de propo- 
siciones sujeto-predicado fácilmente se simbolizan por medio de las 
funciones proposicionales y los cuantificadores.* El primero de ellos, 
ta proposición A puede sucesivamente parafrasearse como 


Dada cualquier cosa individual, si ésta es humana entonces ésta es mortal. 
Dado cualquier x, si x es humano entonces x es mortal, 
Dado cualquier x, x es humano > x es mortal. 


que finalmente se simboliza como 
(1[Hx > Ma] 


Nuestra formulación simbólica de la proposición A es la cuantifica- 
ción universal de la función proposicional compleja “Hx > Mx”, 
cuyas instancias de sustitución no son proposiciones singulares sino 
condicionales cuyos antecedentes y consecuentes son proposiciones 
singulares que tienen los mismos términos sujeto. Entre las instan- 
cias de sustitución de la función proposicional “Hx > Mx” están los 
condicionales “Ha > Ma”, “Hb > Mb”, “Hc > Mc” y así sucesiva- 
mente. Al simbolizar una proposición A, los corchetes sirven de 
puntuación para indicar que el cuantificador universal “(x)” se aplica 
a, o tiene dentro de su alcance, la totalidad de la función proposi- 
cional compleja “Hx > Mx”, La noción de alcance de un cuantificador 
es muy importante, pues las diferencias en alcance corresponden a 
diferencias en significado. La expresión “(x)[Hx > Mx]” es una 
proposición que afirma que todas las instancias de sustitución de 
la función proposicional “Hx > Mx” son verdaderas. Por otro lado, la 
expresión “(x)Hx > Mx” es una función proposicional cuyas instan- 
cias de sustitución son “(x)Hx 2 Ma”, “(x)Hx> Mb”, “(x)Hx > 
Mc”, etc.* 


* En el Apéndice B se presenta un método alternativo de simbolizarlos. 

4 Para los cuantificadores (universal y existencial) se convendrá lo establecido para 
la negación a principios de la Pág. 27, Cap. 2: un cuantificador se aplica a, o Giene 
como alcance, la más pequeña de las componentes que la puntuación permita. 
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La proposición de tipo E “Ningún humano es mortal”, puede para-- 
frasearse sucesivamente como 
Dada cualquier cosa individual, si ésta es humana entonces no es mortal. 


Dado cualquier x, si x es humano entonces x no es mortal. 
Dado cualquier x, x es humano >) x no es mortal, 


si se simboliza después como 


(a)[Hx > —Max] 


De manera semejante, la proposición de tipo I “Algunos humanos 
son mortales”, se puede parafrasear como 


Existe cuando menos una cosa que es humana y mortal. 

Exíste cuarido menos una cosa tal que ésta es humana y ésta es mortal, 
Existe cuando menos un x tal que x es humano y x es mortal. 

Existe cuando menos un x tal que x es humano *x es mortal. 


y se le simboliza completamente como 

(AxíHx: Mx] 
Finalmente, la proposición de tipo O “Algunos humanos no son mor- 
tales” viene a ser 


Existe cuando menos una cosa que es humana, pero no mortal. 
Exíste cuando menos una cosa tal que ésta es humana y ésta no es mortal. 
Existe cuando menos una x tal que x es humano y x no es mortal. 


y entonces se simboliza como la cuantificación existencial de una 
función compleja 


Gx)|Hx: —Mx] 

Usando las letras griegas fid y psi Y para representar cualesquier 
símbolos de atributo, las cuatro proposiciones generales sujeto-pre- 
dicado de la lógica tradicional se pueden representar en un diagrama 
cuadrado como 


(63) 13d), ¿O (0x2 yx) 


(2x) (Ex > ya)? O ayer vn 
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De éstas, la A y la O son contradictorias y también son contradicto- 
rias la E y la 1. Pero ninguna de las otras relaciones discutidas en 
conexión con el diagrama cuadrado que aparece en la Pág. 90 se da 
entre las proposiciones tradicionales A, E, I y O, aun cuando se su- 
ponga que hay un individuo en el universo, Si “bx” es una fun- 
ción proposicional sin instancias de sustitución verdaderas, entonces 
sin atención al atributo que simbolice “y” las funciones proposi- 
cionales “Bx > Yx” y “bx > —+x” tienen solamente instancias de sus- 
titución verdaderas, pues todas sus instancias de sustitución son 
enunciados condicionales con antecedentes falsos. En tales casos 
las proposiciones A y E que son las cuantificaciones universales 
de estas funciones proposicionales complejas son verdaderas, de 
modo que las proposiciones A y E no son proposiciones contrarias. 
Nuevamente, sea “bx” una función proposicional sin instancia de 
sustitución verdadera, entonces, independientemente de lo que “yx” 
pueda significar, las funciones proposicionales “Dx - Fx” y “Dx - —Yx” 
tienen sólo instancias de sustitución falsas, pues sus instancias de 
sustitución son conjunciones cuyos primeros enunciados conyuntos 
son falsos, En tales casos las proposiciones 1 y O que son las cuan- 
tificaciones existenciales de estas funciones proposicionales com- 
plejas son falsas, de modo que I y OQ son proposiciones no subcon- 
trarias. En tales casos, entonces, ya que las proposiciones A y E 
son verdaderas y las proposiciones 1 y O son falsas, la verdad de una 
universal no implica la verdad de la particular correspondiente, 
no hay relación de implicación entre ellas. 

Si hacemos el supuesto de que hay cuando menos un individuo, 
entonces “(x)[Px > +x]” implica “(1x)[0x > +x]”. Pero la última 
no es una proposición 1. Una proposición 1 de la forma “Algunos 
$ son y se simboliza como “(3x)[bx- +x]” que afirma que hay 
cuando menos una cosa que tiene el atributo + y el atributo +. Pero 
la proposición “(3x)[vx > +x]” afirma que hay cuando menos un 
objeto que o tiene el atributo + o no tiene el atributo 6 que es una 
afirmación muy diferente y mucho más débil. 

Las cuatro formas tradicionales sujeto-predicado A, E, I y O 
no son las únicas formas de proposiciones generales. Hay otras que 
involucran la cuantificación de funciones proposicionales más com- 
plicadas. Así la proposición general “Fodos los miembros son padres 
o maestros” que no significa lo mismo que “Todos los miembros son 
padres o todos los miembros son maestros”, se simboliza como 
“(x)[Mx > (Px vTx)I. Y la proposición general “Algunos Senadores 
son o desleales o mal aconsejados”, se simboliza como “(3x)[Sx - 
(Dx v Mx)]”. Debe observarse que una proposición tal como “Las 
manzanas y los plátanos son nutritivos” puede simbolizarse como 
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la conjunción de dos proposiciones de tipo A, “[(x)[Ax > Nx) - 
(G)[Bx > Nx])”, o como una proposición general no compuesta 
“(x)[(Ax v Bx) > Nx]”. Pero no debiera simbolizarse como “(w)[(Ax - 
Bx) > Nx)”, pues decir que las manzanas y los plátanos son nuti- 
tivos es decir que cualquier cosa que es o una manzana o un plátano 
es nutritiva y no es decir que cualquier cosa que es manzana y plá- 
tano (sin importar lo que pudiera ser esto) es nutritiva. Hay que 
recalcar que no hay reglas para traducir los enunciados del lenguaje 
ordinario inglés o español a nuestra notación lógica. En cada caso 
hay que comprender el significado de la oración en español para 
reexpresarla en términos de funciones proposicionales y cuantifi- 
cadores. 


EJERCICIOS 


1. Traducir cada una de las siguientes oraciones a la notación lógica de las 
funciones proposicionales y los cuantificadores, usando en cada caso 
abreviaciones que se sugieren de modo que cada forma comience con un 
cuantificador y no con un símbolo de negación: 


*1. Las serpientes son reptiles. (Sx: x es una serpiente. Rx: x es un 
reptil.) 

2. Las serpientes no son todas venenosas. (Sx: x es una serpiente. Vx: 
x es venenosa.) 

3. Los niños están presentes. (Nx: x es un niño. Px: x está presente.) 

4. Los ejecutivos todos tienen secretarias. (Ex: x es un ejecutivo. Sx: 
x tiene una secretaria.) 

*5. Sólo los ejecutivos tienen secretarias. (Ex: x es un ejecutivo, Sx: x 
tiene una secretaria.) 

6. Sólo los propietarios pueden votar en las elecciones municipales 
especiales. (Px: x es un propietario. Vx: x puede votar en las elec- 
ciones municipales especiales, ) 

7. Los empleados sólo podrán utilizar el ascensor de servicio. (Ux: x 
es un ascensor que los empleados podrán utilizar. Ax: x es un as- 
censor de servicio.) 

8. Sólo los empleados podrán utilizar el ascensor de servicio. (Ex: x es 
un empleado. Ux: x puede utilizar el ascensor de servicio.) 

9. No todo lo que brilla es oro. (Bx: x brilla. Ox: x es oro.) 

*10. Nadie sino los valientes merecen a la bella. (Bx: x es valiente. Dx: 
x merece a la bella.) 

11. No todos los visitantes se quedaron a cenar. (Vx: x es un visitante. 
Qx: x se quedó a cenar.) 

12. Ningún visitante se quedó a cenar. (Vx: x es un visitante. Qx: x 
se quedó a cenar.) 

13. Nada en la casa escapó a la destrucción. (Cx: x estaba en la casa. 
Ex: xa escapó a la destrucción.) 

14. Algunos estudiantes son inteligentes y trabajadores. (Ex: x es un 
estudiante. Ix: x es inteligente. Tx: x es trabajador.) 


+15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


+20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


*25. 
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Ningún abrigo es impermeable a menos que haya sido especialmente 
tratado. (Cx: x es un abrigo. Wx: x es impermeable. Sx: x ha sido 
especialmente tratado.) 

Algunos medicamentos son peligrosos sólo si se toman en cantidades 
excesivas. (Mx: x es un medicamento. Px: x es peligroso. Ex: x 
se toma en cantidades excesivas.) 

Todas las frutas y las verduras son sanas y nutritivas. (Fx: x es una 
fruta. Vx: x es una verdura Sx: x es sana. Nx: x es nutritiva. 
Cada cosa placentera es o inmoral, o ilegal, o engorda. (Px: x es 
placentera. Mx: x es moral. Lx: x es legal. Ex: x engorda.) 

Un profesor es un huen conferencista si y sólo si está bien informado 
y es entretenido. (Px: x es un profesor. Cx: x es un buen conferen- 
cista: Bx: x está hien informado. Ex: x es entretenido.) 

Sólo los policías y los bomberos son independientes y mal pagados. 
(Px: x es un policía. Fx: x es un bombero. Ix: x es indispensable. 
Ux: x es mal pagado.) 

No todo actor famoso tiene talento. (Ax: x es un actor. Fx: x es 
famoso. Tx: x tiene talento.) 

Cualquier chica es atractiva si es bien arreglada y de buen gusto. 
Cx: x es una chica. Ax: x es atractiva, Bx: x es bien arreglada. 
Gx: x es de buen gusto.) 

No es verdad que todo reloj dará la hora correcta si y sólo si se 
le da cuerda con regularidad y no se le maltrata, (Rx: x es un 
reloj. Dx: x da la hora correcta. Cx: x se le da cuerda con regula- 
ridad. Mx: x es maltratado.) 

No toda persona que habla mucho tiene mucho que decir. (Pax: x 
es una persona. Hx: x habla mucho. Tx: x tiene mucho que decir.) 
Ningún automóvil que tenga más de diez años será reparado si está 
seriamente dañado. (Ax: x es un automóvil. Ox: x tiene más de 
diez años. Rx: x será reparado. Dx: x está seriamente dañado.) 


Al simbolizar las siguientes, usar las abreviaciones: Cx: x es un caballo, 
Dx: x es dócil. Ex: x está bien entrenado. 


26. 
27. 
28. 
29. 
*30. 
31, 
32. 
33. 
4. 


35 


Algunos caballos son dóciles y están bien entrenados. 
Algunos caballos son dóciles sólo si están bien entrenados. 
Algunos caballos son dóciles si están bien entrenados. 
Cualquier caballo que está bien entrenado es dócil. 
Cualquier caballo que es manso está bien entrenado. 
Ningún caballo es manso a menos que esté bien entrenado. 
Cualquier caballo es manso si está bien entrenado. 
Cualquier caballo está bien entrenado si es dócil. 

Cualquier caballo es dócil si y sólo si está bien entrenado, 
Los caballos dóciles están bien entrenados. 


II. Simbolizar las siguientes proposiciones usando funciones proposicionales 
y Ccuantificadores. 


*1. 
2. 
3. 
4. 

*5. 


Bienaventurado el que se preocupa por el necesitado. (Salmo 41:1) 
Es parco en palabras quien tiene la Sabiduría. (Proverbios 17:27) 
El que halla mujer encuentra la ventura. (Proverbios 18:22) 

El que de prisa se enriquece no lo hará sin culpa. (Proverbios 28:20 
Se sentará cada uno bajo su parra y bajo su higuera. (Miqueas 4:4) 


96 Funciones Proposicionales y Cuantificadores 


6. Aquel que aumenta su saber, aumenta su dolor. (Eclesiastés 1:18) 

7. Nada hay secreto que no haya de conocerse y salir a la luz. (San 
Lucas 8:17) 

8. El señor a quien ama, le reprende. (Hebreos 12:6) 

9, En el camino hay un chacal; un león en la plaza. (Proverbios 26:13) 

10. El que aborrece se enmascara con los labios; pero dentro lleva la 
traición. (Proverbios 26:24) 


4.2. Demostración de Validez: Reglas Preliminares 
de Cuantificación 


Para construir demostraciones de validez para argumentos sim- 
bolizados por medio de cuantificadores y funciones proposicionales 
debemos aumentar nuestra lista de Reglas de Inferencia. Agrega- 
remos cuatro reglas que regulan la cuantificación, dando en esta 
sección una versión sobresimplificada de las mismas, y una formu- 
lación más adecuada en la Sec. 4.5. 


1. Instanciación Universal (Versión Preliminar). Como la cuan- 
tificación universal de una función proporcional es verdadera si y 
sólo si todas las instancias de sustitución de esa función proposi- 
cional son verdaderas, podemos agregar a nuestra lista de Reglas de 
Inferencia el principio de que toda instancia de sustitución de una 
función proposicional puede inferirse válidamente de su cuantifi- 


cación universal. Esta regla podemos expresarla simbólicamente 
como 


Er- (donde + es cualquier símbolo individual) 

Como esta regla permite que instancias de sustitución sean inferidas 
de cuantificaciones universales, nos referiremos a ella como “el prin- 
cipio de Instanciación Universal” y lo abreviaremos como “UT”.* Agre- 
gar UI nos permite dar una demostración formal de validez para 
el argumento “Todos los humanos son mortales; Sócrates es huma- 
no; luego Sócrates es Mortal” 

1. (x [Ax > Mx] 

2. Hs / Ms 

3. Hs 23 Ms 1, UI 

4. Ms 3,2, M.P. 


2. Generalización Universal (Versión Preliminar). Nuestra siguien- 
te regla puede explicarse por analogía con lo que se hace en mate- 
máticas a un nivel razonablemente estándar. Un geómetra puede 


s Esta regla y las tres siguientes son variantes de reglas para la “deducción natural” 
establecidas independientemente por Gerhará Gentren y Stanislaw Jafkowskl en 1934. 
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iniciar una demostración diciendo, “Sea ABC un triángulo arbitra- 
riamente elegido”. Después, puede proseguir demostrando que 
el triángulo tiene cierto atributo especificado, y concluye que todos los 
triángulos tienen ese atributo especificado. Ahora bien, ¿cómo se 
justifica su conclusión final? ¿Por qué de que el triángulo ABC 
tenga un atributo especificado se sigue que todos los triángulos lo ten- 
gan? La respuesta es que si de ABC no se supone otra cosa que su 
triangularidad, entonces la expresión “ABC” puede tomarse como 
denotando cualquier triángulo. Y si el argumento ha establecido que 
cualquier triángulo debe tener el atributo en cuestión, entonces se 
sigue que todos los triángulos lo tienen. Ahora se introduce una 
notación semejante a la que usa el geómetra al referirse a “un trián- 
gulo arbitrariamente elegido”. La todavía no usada minúscula “y" 
se utilizará para denotar cualquier individuo arbitrariamente elegido. 
Convenida esta usanza, la expresión “by” es una instancia de sus- 
titución de la función proposicional “bx” y asegura que cualquier 
individuo arbitrariamente elegido tiene la propiedad +. Es claro que 
“by” se sigue con validez de “(x)wx” por UI puesto que lo que es 
verdad de todos los individuos es verdad de cualquier individuo at- 
bitrariamente elegido. La inferencia es de igual forma válida en la 
otra dirección pues lo que es verdad de cualquier individuo arbitra- 
riamente elegido debe serlo de todos los individuos. Aumentamos 
nuestra lista de Reglas de Inferencia nuevamente agregando el prin- 
cipio de que la cuantificación universal de una función proposicio- 
nal puede válidamente inferirse de su instancia de sustitución con 
respecto al símbolo “y”. Como esta regla permite la inferencia de 
proposiciones generales que son cuantificaciones universales, nos 
referimos a ella como el “principio de Generalización Universal”, y 
la abreviamos como “UG”. Nuestra expresión simbólica para esta se- 
gunda rerla de cuantificación es 


dy (donde “y” denota cualquier individuo arbitraria- 
". (1)Px mente elegido) 


Podemos usar la nueva notación y la regla adicional UG para 
construir una demostración formal de validez para el argumento: 
“Ningún mortal es perfecto; todos los humanos son mortales; por lo 
tanto, ningún humano es perfecto”. 


l.. (0[Mx > —Px) 

2. (0[Hx > Mx] /..(D[Hx > —Px] 
3. Hy> My 2, UI 

4. My —Py 1, UI 

9. HyD —Py 3, 4, HS. 

6. 


()[Hx > —Px] 5, UG 
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3. Generalización Existencial (Versión Preliminar).Como la cuan- 
tificación existencial de una función proposicional es verdadera si 
y sólo si esa función proposicional tiene al menos una instancia de 
sustitución, podemos agregar a nuestra lista de Reglas de Inferencia 
el principio de que la cuantificación existencial de una función 
proposicional pueda válidamente inferirse de cualquier instancia 
de sustitución de esa función proposicional. Esta regla permite la in- 
ferencia de proposiciones generales existencialmente cuantificadas, 
de modo que la denominamos el “principio de Generalización Exis- 
tencial” y la abreviamos como “EG”. Su formulación simbólica es 


Ue. 70 (donde y es cualquier símbolo individual) 
(Ax x 
4. Instanciación Existencial (Versión Preliminar). Se requiere 


una regla de cuantificación más. La cuantificación existencial 
de una función proposicional afirma que existe al menos un individuo 
tal que la sustitución de su nombre por la variable “x” en esa fun- 
ción proposicional dará una instancia de sustitución verdadera de 
la misma. Desde luego, podemos no saber nada más respecto al 
individuo. Pero podemos tomar cualquier constante individual que 
no sea “y”, digamos “w”, que no haya aparecido anteriormente en 
ese contexto y usarla para denotar el individuo o uno de los indiví- 
duos cuya existencia ha sido afirmada por la cuantificación exis- 
tencial. Sabiendo que existe un tal individuo y habiendo convenido 
en denotarlo con “w”, podemos inferir de la cuantificación existen- 
cial de una función proposicional, la instancia de sustitución de esa 
función proposicional con respecto al símbolo individual “w”. Agre- 
gamos como nuestra regla de cuantificación final, el principio que, 
de la cuantificación existencial de una función proposicional, váli- 
damente podemos inferir la verdad de su instancia de sustitución 
con respecto a una constante individual que no tenga ocurrencias 
previas en ese contexto. La nueva regla puede escribirse como 


(J1)0x (donde » es una constante individual diferente de 
"Oy “y”, que no aparece anteriormente en el contexto) 


A éste se refiere como el “principio de Instanciación Existencial” y 
se le abrevia “ET”. 

Utilizamos las dos reglas de cuantificación últimas en la cons- 
trucción de una demostración formal de validez para el argumento: 
“Todos los perros son carnívoros; algunos animales son perros; por 
lo tanto, algunos animales son carnívoros”, 

1. (x)J[Dx > Cx] 
2. (Jx)[4x-Dr] /.'. (AIN[Ax-Cr) 
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3. Aw'Dw 2, El 

4. Dw > Cw 1, UI 

5. Dw"ÁAw 3, Conm 

6. Dw 5, Simp: 

7. Cw 4, 6, M.P. 

8. Aw 3, Simp. 

9. Aw'Cw 8, 7, Conj. 
10. (3x)][4x-Cx] 9, EG 


Podemos mostrar la necesidad de la restricción indicada en el 
uso de El considerando el argumento obviamente inválido: “Algu- 
nos gatos son animales; algunos perros son animales; por lo tanto, 
algunos gatos son perros”. Si ignorásemos la restricción hecha sobre 
El de que la instancia de sustitución inferida por la misma puede 
contener sólo una constante individual que no había ocurrido en 
el contexto previamente nos podríamos ver conducidos a construir 
la “demostración” siguiente: 


1, (Bx)[Cx- Ax] 

2. (d[DxAx] /.'. (3x0) [Cxr Dx] 

3. Cw"Atw 1, El 

4. Dw'*Aw 2, El (incorrecto) 
5. Cu 3, Simp. 

6. Dw 4, Simp. 

7. Cuw-"Dw 5, 6, Conj. 

8. (3w[Cx- Dx] 7, EG 


Aquí el error está en el renglón 4. La segunda premisa nos asegura 
que hay al menos una cosa que es tanto un perro como un animal. 
Pero no tenemos libertad de usar el símbolo “w” para denotar esa 
cosa, pues “w” ya se ha usado para denotar uma de las cosas que la 
primera premisa asegura que son tanto un gato como un animal, 
Para evitar errores de esta clase hay que obedecer la restricción in- 
dicada en el uso de JE, Debiera ser claro que siempre que usemos 
ambos El y UI en una demostración para instanciar con respecto a 
la misma constante individual debemos usar El primero. (Se ha 
sugerido que podríamos evitar la necesidad de usar El antes que 
UI cambiando la restricción sobre El a la siguiente “donde v es una 
constante individual, diferente de “y” que no fue introducida en el 
contexto por ningún uso previo de El”. Pero aun además de que esa 
formulación presenta una circularidad aparente no impediría la 
construcción errónea de una “demostración formal de validez” para un 
argumento inválido tal como “Algunos hombres son bien parecidos. 
Sócrates es un hombre. Por lo tanto, Sócrates es bien parecido”.) 
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Al igual que las primeras nueve Reglas de Inferencia presentadas 
en la Sec. 3.1, las cuatro reglas de cuantificación UI, UG, EG y El 
pueden aplicarse sólo a renglones enteros de una demostración. 

Cualquier supuesto de alcance limitado puede hacerse en una 
Demostración Condicional de validez y en particular, tenemos li- 
bertad para hacer un supuesto de la forma “by”. Así, el argumento 
“Todos los estudiantes del primer año y los del segundo año están 
invitados y serán bienvenidos, por lo tanto, todos los estudiantes 
del primer año están invitados” se demuestra que es válido con la 
siguiente Demostración Condicional: 


1. (a)[(Fx y Sí) D (lx: Wwx] /..(O[FXO Ex] 
2. Fy 

3. (Fy v Sy) > (ly: Wy) 1, UI 

4. Fyv Sy 2, Ad. 

5. ly-Wy 3, 4, M.P. 
6. ly 5, Simp. 

T. Fy>ly 2-6, C.P. 
8. ([Fx > 1x] 7, UG 


Se puede hacer más de un supuesto de alcance limitado al demos- 
trar la validez de argumentos que involucran cuantificadores, como 
en la siguiente Demostración Condicional: 


1. (x)][(Ax v Bx) D (Cx*Dx)] 
2. (1 H(Cx v Ex) > [(Fxv Gx) > Hx)  /.”. (a)J[Ax > (Fx > Hx)] 


3. (Ay v By) > (Cy*Dy) 1, UI 

4, (Cy v Ey) > [(Fy v Gy) > Hy] 2, UI 

5. Ay 

6. Ayyv By 5, Ad. 

7. Cy'Dy 3,6, MP. 

8. Cy 7, Simp. 

9. CyvEy 8, Ad. 
10. (FyvGy) > Hy 4, 9, MP. 
11. Fy 
12. FyvGy 11, Ad. 
13. Hy 10, 12, MP. 
14. Fy> Hy 11-13, C.P. 
15. Ay (Fy > Hy) 5-14, C.P. 
16. (H[Ax > (Fx > Ha] 15, UG 


EJERCICIOS 


L Construir demostraciones formales de validez para los siguientes argu- 
mentos, usando la regla de Demostración Condicional en donde se desee: 
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"L. (x)[4x > Bx) *5. (x)[Kx > Lal 
—Bt (d[(Kx*Lxa) > Mx] 
At (2 [Kx D Mx) 
2. (x)[Cx > Dr] 6. (1][Nx > Ox] 
(0) [Ex > —Dx] ()[Px > Ox] 
.( [Ex > —Cx] ¿(LN x v Px) > Ox] 
3. (1) Fx > —Gx) 7. (1)[Qx > Rx) 
(3[Hx: Gr] (3x)[Ox v Rx] 
-. (30) [Hx* —Fx] .ExRx 
4. (0[Ix > Jx] 8. (x)[Sx > (Tx > Ux)] 
Gol: —Jx) (D[Ux > (Vx: Wo] 
¿0 O Ex] .([Sx (Tr D Vx)) 


9. (1 (Xx v Yx) > (Zx*Ax)] 
(DÍiíZx v Ax) D (Xx: Yx)) 
(0 [Xx = Za) 
10. (0[(Bx > Cx)"(Dx > Ex)] 
(m[(Cx v Dx) D [[Fx > (Gx > Fx) > (Br Dx))] 
.(m[Bx= Dx] 


1. Construir demostraciones formales de validez para los siguientes argumen- 
tos, usando la regla de Demostración Condicional donde se quiera: 


*1. Todos los atletas son musculosos. Carlos no es musculoso, por la 
tanto, Carlos no es un atleta. (Ax, Bx, c) 

2. No se puede depender de los contratistas. Algunos contratistas son 
ingenieros, Por lo tanto, no se puede depender de algunos ingenieros. 
(Cx, Dx, Ex) 

3. Todos los violinistas son alegres. Algunos cazadores no son alegres. 
Por lo tanto, algunos cazadores no son violinistas. (Vx, Ax, Cx) 

4. No hay jueces idiotas. Kanter es un idiota. Por lo tanto, Kanter no 
es un juez. (Jx, Ix, k) 

*5. Todos los mentirosos son embusteros. Algunos mentirosos son perlo- 
distas. Por lo tanto, algunos periodistas son embusteros. (Lx, Mx, Na) 

6. No hay osteópatas que sean pediatras. Algunos charlatanes son pe- 
diatras. Por lo tanto, algunos charlatanes no son osteópatas. (Ox, Px, 
Cx> 

7. Sólo los vendedores son detallistas. No todos los detallistas son via- 
jeros. Por lo tanto, algunos vendedores no son viajeros. (Vx, Dx, Tx) 

8. No hay uniformes no lavables. No hay terciopelos lavables. Por lo 
tanto, no hay uniformes de terciopelo. (Ux, Lx, Tx) 

9. Sólo los autoritarios son burócratas. Todos los autoritarios son intra- 
tables. Por lo tanto, cualquier burócrata es intratable. (Ax, Bx, Ix) 

*10. Los dátiles son comestibles. Solamente los alimentos son comestibles. 
Los alimentos son buenos. Por lo tanto, todos los dátiles son buenos. 
(Dx, Ex, Fx, Gx) 

11. Todas las bailarinas son graciosas. María es una estudiante. María es 
bailarina. Luego algunas estudiantes son graciosas. (Bx, Gx, Ex, m) 

12. Los tigres son feroces y peligrosos. Algunos tigres son bellos. Por lo 
tanto, algunas cosas peligrosas son bellas. (Tx, Fx, Px, Bx) 

13. Los plátanos y las uvas son frutas. Las frutas y las verduras son nu- 
tritivas. Luego los plátanos son nutritivos. (Px, Ux, Fx, Vx, Nx) 
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14. 


*15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


*20. 


24, 


25. 


Un comunista es un tonto o un bribón. Los tontos son ingenuos. No 
todos los comunistas son ingenuos. Luego, algunos comunistas son 
bribones. (Cx, Tx, Bx, Ix) 

Todos los mayordomos y los camareros son obsequiosos y dignos. Luego 
todos los mayordomos son dignos. (Bx, Vx, Ox, Dx) 

Todas las casas de ladrillo son calientes y acogedoras. Todas las casas 
de Englewood son de ladrillo. Luego todas las casas de Englewood 
son calientes. (Cx, Lx, Wx, Ax, Ex) 

Todos los profesores son instruidos. Todos los profesores instruidos 
son sabios. Luego todos los profesores son sabios instruidos. (Px, 
Ix, Sx) 

Todos los diplomáticos son estadistas. Algunos diplomáticos son elo- 
cuentes. Todos los estadistas elocuentes son oradores. Luego algunos 
diplomáticos son oradores. (Dx, Sx, Ex, Ox) 

Los doctores y los abogados son egresados de la Universidad. Todo 
altruista es un idealista. Algunos abogados no son idealistas. Algunos 
doctores son altruistas. Luego algunos egresados de la Universidad son 
idealistas. (Dx, Ax, Ux, Ix, Ax) 

Las abejas y las avispas pican si están o enojadas o asustadas. Luego, 
cualquier abeja pica si está enojada. (Bx, Wx, Sx, Ax, Fx) 


. Cualquier autor tiene éxito si y sólo si es muy leído. Todos los autores 


son intelectuales. Algunos autores tienen éxito, pero no son muy leí- 
dos. Luego todos los intelectuales son autores. (Ax, Ex, Lx, Ix) 


. Todo pasajero viaja en primera o en clase turista. Cada pasajero está 


en clase turista si y sólo si no es rico. Algunos pasajeros son ricos. 
No todos los pasajeros son ricos. Luego algunos pasajeros viajan en 
clase turista. (Px, Pra, Tx, Rx) 


. Todos los miembros son oficiales y caballerosos. Todos los oficiales 


son combatientes. Sólo un pacifista es un caballero o no es comba- 
tiente. Ningún pacifista es caballero si es combatiente. Algunos miem- 
bros son combatientes si y sólo si son oficiales, Luego no todos los 
miembros son combatientes. (Mx, Ox, Cx, Cox, Px) 

Los perros lobos y los terrier son perros cazadores, Los perros caza- 
dores y los perros falderos son animales domesticados. Los animales 
domeésticados son mansos y útiles. Algunos perros lobos no son ni 
mansos ni pequeños. Por lo tanto, algunos terrier son pequeños, pero 
no son mansos. (Lx, Tx, Cx, Fx, Dx, Mx, Ux, Pax) 

Ningún individuo que sea candidato será derrotado si hace una buena 
campaña. Todo individuo que se postula es un candidato. Cualquier 
candidato que no sea derrotado será elegido. Todo individuo que sea 
elegido hace una buena campaña. Por lo tanto, todo individuo que se 
postula será elegido si y sólo si hace buena campaña. (Tx, Cx, Dx, 
Bx, Px, Ex) 


4.3. Demostración de Invalidez 


En el capítulo precedente demostramos la invalidez de argumen- 
tos inválidos que contenían argumentos compuestos función de 
verdad, asignando valores de verdad a sus enunciados componentes 
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simples, de modo que las premisas se hicieran verdaderas y la con- 
clusión, falsa. Usamos un método muy relacionado para demostrar 
la invalidez de argumentos inválidos que contienen cuantificadores. 
El método de demostración de invalidez que a continuación descri- 
bimos está ligado a nuestro supuesto básico de que existe al menos 
un individuo. 

El supuesto de que existe al menos, un individuo, podría satisfa- 
cerse de una infinidad de maneras diferentes: si existe exactamente 
un individuo, si existen exactamente dos individuos, si existen exac- 
tamente tres individuos, etc.... Para cada uno de esos casos hay 
una equivalencia lógica estricta entre proposiciones generales mo 
compuestas y composiciones, de función de verdad, de proposiciones 
singulares. Si hay exactamente un individuo, digamos a, entonces 


(0x2 y  [(Id0r] = La 
Si hay exactamente dos individuos, digamos a y b, entonces 
[(100]=[da-0b] y  [(3100x] = [Da v 0h] 


Y para cualquier número k, si hay exactamente k individuos, diga- 
mos a, b,c, ..., k, entonces 


[Dx] = [Pa Pb: Dc: ... «Pk) 


[(J10)0x] = [Da v Ph v dev... v dk] 


La verdad de estos bicondicionales es una consecuencia inmediata de 
nuestra definición de los cuantificadores universal y existencial. 
Ningún uso se hace aquí de las cuatro reglas de cuantificación presen- 
tadas en la sección precedente. Así, para cualquier posible universo 
no vacío o modelo que contenga un número finito cualquiera de 
individuos, cada proposición general es lógicamente equivalente a 
algún compuesto función de verdad de proposiciones singulares. 
Así, para cualquier modelo tal cada argumento que involucra cuan- 
tificadores es lógicamente equivalente a algún argumento que sólo 
contiene proposiciones singulares compuestas función de verdad 
de las mismas. 

Un argumento que involucra cuantificadores es válido si y sólo 
si es válido no importando cuántos individuos hay, siempre que haya 
cuando menos uno, Así, un argumento que involucra cuantificado- 
res es válido si y sólo si para todo posible universo o modelo no 
vacío es lógicamente equivalente a un argumento de función de ver- 
dad que es válido, Así, podemos demostrar la invalidez de un argu- 
mento dado, exhibiendo o describiendo un modelo para el cual el 
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argumento dado es lógicamente equivalente a un argumento invd- 
lido de función de verdad. Esto podemos lograrlo traduciendo el 
argumento dado que involucra cuantificadores en un argumento 
lógicamente equivalente que sólo involucra proposiciones singulares 
y composiciones función de verdad de las mismas, y usando en- 
tonces el método de asignar valores de verdad para demostrar la 
invalidez del último. Por ejemplo, dado el argumento 


Todas las ballenas son pesadas. 
Todos los elefantes son pesados. 
Luego, todas las ballenas son elefantes. 


primeramente lo simbolizamos como 


()[Wx > Hx] 
(x[Ex > Hx] 
¿(O [Wx > Ex] 


En el caso de un modelo que contiene exactamente un individuo, 
digamos a, el argumento dado es lógicamente equivalente a 


Wa > Ha 
Ea > Ha 
-. Wa > Ea 


que se demuestra inválido asignando el valor de verdad T a “Wa” y 
“Ha” y F a“Ea”. (Esta asignación de valores de verdad es un método 
abreviado de describir el modelo en cuestión como uno que contiene 
solamente el único individuo a que es un W (una ballena) y H (pe- 
sado), pero no E (un elefante).)* Luego, el argumento original no 
es válido para un modelo que contenga exactamente un individuo, 
y es, por lo tanto, inválido. 

Hay que enfatizar que al demostrar la invalidez de argumentos 
que involucran cuantificadores no se hace uso de nuestras reglas de 
cuantificación. Para un modelo que sólo contenga el individuo a 
no inferimos el enunciado “Wa > Ha” del enunciado “(x)[Wx > HxJ” 
por UL; esos dos enunciados son lógicamente equivalentes para ese 
modelo porque en el mismo “Wa > Ha” es la única instancia de 
sustitución de la función proposicional “Wx > Hx”. 


% Aquí suponernos que las funciones proposicionales símples “Ax”, “Bx”, “Cx” ... no son 
nj necesarias, esto es, lógicamente verdaderas, para todos los individuos (por ejemplo, 
x es idéntico a sí rismo), ni imposibles, esto es, lógicamente falsas para todos los 
individuos (por ejemplo, X es diferente de sí mismo). También suponemos que las únicas 
relaciones lógicas entre las funciones proposicionales simples son las afírmadas o ló 
gicamente implicadas por las premisas del argumento que se demuestra inválido, El 
propósito de estas restricciones es permitir la asignación arbitraria de valores de verdad 
a las instancias de sustitución de estas funciones proposicionales simples sin Incom- 
sistencia, pues nuestras descripciones por modelos deben, desde luego, ser consistentes. 
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Puede ocurrir que un argumento inválido que involucra cuantifi- 
cadores sea lógicamente equivalente, para cualquier modelo que exac- 
tamente contenga un individuo, a un argumento válido función 
de verdad, aunque será equivalente, para todo modelo que contenga 
más de un individuo, a un argumento inválido función de verdad. 
Por ejemplo, consideramos el argumento. 


Todas las ballenas son pesadas. 
Algunos elefantes son pesados. 
Por lo tanto, todas las ballenas son elefantes. 


que se simboliza como 


(1 Wx > Hx] 
Go|Ex- Hx] 
(x=) Wx > Ex] 


Para un modelo que sólo contiene un individuo a este argumento 
es lógicamente equivalente a 


Wa > Ha 

Ea* Ha 

.. Wa > Ea 
que es un argumento válido. Pero para un modelo que consiste en 
los dos individuos a y b, el argumento dado es lógicamente equiva- 
lente a 


(Wa > Ha)" (Wb > Hb) 
(Ea: Ha) v (Eb* Hb) 
.. (Wa D Ea) (Wb > Eb) 


que se demuestra inválido asignando el valor de verdad T a “Wa”, 
“Wb”, “Ha”, Hb”, “Eb”, y el valor de verdad F a “Ea”, Luego, el 
argumento original es inválido, porque hay un modelo en el que 
es lógicamente equivalente a un argumento función de verdad 
inválido, Otra ilustración es 


Algunos perros son perros de aguas. 
Algunos perros son perros de punta y vuelta. 
Luego, algunos perros de aguas son de punta y vuelta. 


que simbolizamos como 


Gxo[Dx*Px] 
(Ax) Dx: Sx] 
. (Anm[Px: Sr] 
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Para un modelo que contenga el individuo a es lógicamente equiva- 
lente a 


Da: Pa 
Da:Sa 
. . Pa: Sa 


que es válido. Pero para un modelo que consiste en los dos indivi- 
duos a y b es equivalente a 


(Da-Pa) v (Db* Pb) 
(Da: Sa) v (Db* Sb) 
--. (Pa"Sa) v (Pb-Sb) 


que se demuestra inválido asignando el valor de verdad T a “Da”, 
*Db”, “Pa”, “Sb” y el valor de verdad F a “Pb” y “Sa”. Aquí también 
el argumento original es inválido pero hay un modelo para el cual 
es lógicamente equivalente a un argumento función de verdad 
inválido. 

Un argumento inválido que involucra cuantificadores puede ser 
válido para cualquier modelo que contenga menos de k individuos, 
aunque sea inválido para todo modelo que contenga k o más indi- 
viduos. Así, al usar este método para demostrar la invalidez de un 
argumento que involucra cuantificadores podría ser necesario con- 
siderar modelos más y más grandes. Se plantea naturalmente la 
pregunta: ¿qué tan grande debe ser el modelo considerado al tratar 
de demostrar la invalidez de un argumento de este tipo? Se ha 
encontrado una respuesta teóricamente satisfactoria a esta pregunta. 
Si un argumento contiene n símbolos de predicados diferentes, en- 
tonces, si es válido para un modelo que contenga 2” individuos, 
entonces es válido en cualquier modelo, o universalmente válido.” Este 
resultado sólo vale para las funciones proposicionales de una varia- 
ble, y no es verdadero para los predicados relacionales discutidos 
en el Cap. 5. Aunque teóricamente satisfactoria, esta solución no es 
de mucha ayuda en la práctica. Yendo directamente al caso técnica- 
mente crucial para decidir la validez o invalidez de cualquiera de los 
argumentos ya considerados en esta sección deberíamos considerar 
modelos conteniendo ocho individuos. Y para algunos de los ejer- 
cicios siguientes el caso teóricamente crucial será un modelo con 
2* = 256 individuos. Sin embargo, ninguno de los siguientes ejerci- 
cios requiere la consideración de modelos que contengan más de tres 
individuos para demostrar su invalidez. 


" Ver Paul Bernays y Moses Schónfinkel, “Zum Entscheidungsproblem der mathe- 
matischen Logik”, Mathematische Annalen, Vol. 99 (1928), y Wilhelm Ackermann, Sol- 
vable Cases of the Decision Problem, Amsterdam, 1954, Cap. IV. 
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1. Demuestre que cada uno de los siguientes argumentos es inválido: 


1. (Ix)[Ar: Bx] (Jx)[Px: —Ox] 
Ac ,(2)[Mx > —Px] 
«Be 7. ()[0Ox > (Rx*Sx)] 

2, (1[Cx > —Dx) Go[Te Rx) 
—Cj (3x)[7x- —Sx] 
Dj (O lOx > Ti] 

3. (x)|Ex > Fx] 8. (1[Ux > (Vr > Wo] 
(1) [Gx > Fx] ()[Vx > (Ux > —Wax)] 
 (M[Ex D Gx] (d)[Ux: Wx] 


.An[Ux: Vx] 
9. (11)[Xx* Yx] 
(y[Xx > Zx] 


4. (x[Hx > —1x] 
Bol —1x] 
¿OH O Ji] 


(11)[Zx* —Xx] 
35. (3x)[Kx* La] (Tx) [Zx* —Yx] 
Add —Kx* —La] 10. (1[Ax > Bx) 
(Iv) [Lx- —Ka] Gnm[Cx- Bx] 
, (Gx|[Cx* —Bx] 
6. (0)[Mx ue) (Nx*Ox)) RN (0)[Ax => Ci] 


(o[Px* Nx] 
IM. Demostrar que cada uno de los argumentos siguientes es inválido: 


*1. Todos los astronautas son valientes, Jaime es valiente. Luego Jaime 
€s un astronauta. 

2. Ningún vaquero es un novato. Bill no es un novato. Luego, Bill es 
un vaquero. 

3. Todas las siemprevivas son fragantes. Algunos árboles de chicle no 
son fragantes. Luego, algunas siempreviyas no son árboles de chicle. 

4. Todos los paganos son idólatras. Ningún pagano es alegre. Luego 
ningún idólatra es alegre. 

“5. No hay gatitos grandes. Algunos mamíferos son grandes. Luego los 
gatitos no son mamíferos. 

6. Todos los novelistas son observadores. Algunos poetas no son obser- 
vadores. Por lo tanto, ningún novelista es poeta. 

7. Todos los hombres de estado son inteligentes. Algunos políticos son 
inteligentes. No todos los políticos son inteligentes. Luego ningún 
estadista es político. 

8. Todos los estadistas son inteligentes. Algunos políticos son inteligen- 
tes. No todos los políticos son inteligentes. Luego, todos los estadistas 
son políticos. 

9. Todos los hombres de estado son políticos. Algunos hombres de es- 
tado son inteligentes. Algumos políticos no son hombres de estado. 
Luego, algunos políticos no son inteligentes. 

10. Los caballos y las vacas son mamíferos. Algunos animales son ma- 
miferos. Algunos animales no son mamíferos. Luego todos los caba- 
llos son animales. 
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LI. Demostrar la validez o invalidez de cada uno de los argumentos: 


*1. 


*10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


Todos los aviadores son valientes, James es valiente. Luego James 
es un aviador. 


, Todos los investigadores son joviales. Smith es investigador. Luego 


Smith es jovial. 


. Ningún educador es tonto. Todos los apostadores son tontos. Luego 


ningún educador es apostador. 


. Ningún historiador es analfabeto. Todos los analfabetos son margi- 


nados. Luego ningún historiador es marginado. 


. Sólo los ciudadanos votan. No todos los residentes son ciudadanos. 


Luego algunos residentes no votan. 


. Sólo los ciudadanos votan. No todos los ciudadanos son residentes. 


Luego algunos que votan no son residentes. 


, Los automóviles y los furgones son vehículos. Algunos autos son 


Ford. Algunos automóviles son camiones. Todos los camiones 
son vehículos. Luego algunos Ford son camiones. 


. Los automóviles y los furgones son vehículos. Algunos automóviles 


son Ford. Algunos automóviles son camiones. Todos los vehículos son 
camiones. Luego algunos Ford son camiones. 


. Los automóviles y los furgones son vehículos. Algunos automóviles 


son Ford. Algunos automóviles son camiones. Algunos furgones no son 
vehículos. Luego algunos Ford son camiones. 

Todos los tenores son u obesos o afeminados. Ningún tenor obesa 
es afeminado. Algunos tenores son afeminados. Luego algunos teno- 
res son obesos, 

Todos los tenores o son obesos o son afeminados. Ningún tenor 
oheso es afeminado. Algunos tenores son afeminados. Luego algunos 
tenores no son obesos. 

Ningún solicitante será contratado o considerado si es o inexperi- 
mentado o sin entrenamiento. Algunos solicitantes son novatos in- 
experimentados. Todos los solicitantes que son mujeres se sentirán 
decepcionados si mo son contratados. Todo solicitante es una mujer. 
Algunas mujeres serán contratadas. Luego algunos solicitantes se 
sentirán decepcionados. ? 

Ningún candidato será elegido o llamado si es o liberal o radical. 
Algunos candidatos son liberales ricos. Todos los candidatos que son 
políticos se sentirán decepcionados si no son elegidos. Todo candidato 
es un político. Algunos políticos son elegidos. Luego algunos candi- 
datos no se sentirán decepcionados. 

Los abates y los obispos son clérigos. Ningún miembro del clero es 
desaliñado o elegante. Algunos obispos son elegantes y fastidiosos, 
Algunos abates no son fastidiosos. Luego, algunos abates son desali- 
ñados, 

Los abates y los obispos son clérigos. Ningún clérigo es desaliñado 
y elegante. Algunos obispos son elegantes y fastidiosos. Algunos 
abates no son fastidiosos. Luego algunos abates no son desaliñados. 
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4.4. Proposiciones Múltiplemente Generales 


Hasta este punto hemos limitado nuestra atención a las propo- 
siciones generales que contienen un solo cuantificador. Una pro- 
posición general que exactamente contenga un cuantificador se dice 
que es singularmente general. Ahora estudiaremos las proposiciones 
múltiplemente generales, que contienen dos o más cuantificadores. 
En nuestro uso del término, todo enunciado compuesto cuyos com- 
ponentes sean proposiciones generales deberá considerarse como 
una proposición múltiplemente general. Por ejemplo, el condicional 
“Si todos los perros son carmívoros, entonces algunos animales son 
canívoros” que simbolizamos como “(x)Dx > Cx]5> (3 x)[Ax: 
Cx]”, es una proposición múltiplemente general. Otras proposiciones 
múltiplemente generales son más complejas y requieren de una no- 
tación más complicada. Para desarrollar la nueva notación debemos 
volver a la noción de una función proposicional. 

Todas las funciones proposicionales consideradas hasta este pun- 
to, tenían corno instancias de sustitución, o proposiciones singulares 
o composiciones función de verdad de proposiciones singulares con 
los mismos términos sujetos. Si consideramos un enunciado com- 
puesto cuyos componentes son proposiciones singulares con dife- 
rentes términos sujetos, tal como “Fa- Gb” podemos considerarla 
como una instancia de sustitución de la función proposicional 
“Fx - Gb” o de la función proposicional “Fa - Gx”. Vemos que algunas 
funciones proposicionales pueden contener proposiciones singulares 
como partes, Si consideramos un enunciado compuesto del cual un 
componente es una proposición general y el otro una proposición 
singular, tal como “Si todos los perros son carnívoros, entonces 
Rover es carnívoro” que se simboliza “(x)[Dx > Cx] > Cr” podemos 
considerarla como instancia de sustitución de la función proposicio- 
nal “(x)[Dx > Cx] > Cx”. Vemos pues que algunas funciones pro- 
posicionales pueden contener proposiciones generales como partes. 

En este punto se pueden propiamente introducir dos nuevos tér- 
minos técnicos. Una ocurrencia de la variable x que no ocurre den- 
tro, o que no se encuentra dentro del alcance de un cuantificador 
universal o existencial? “(x)” o “(3x)” se llamará una ocurrencia 
libre de esa variable. Por otro lado, una ocurrencia de la variable x 
que es O parte de un cuantificador o se haya dentro del alcance de 
un cuantificador “(x)” o “(3Ix)” se llamará una ocurrencia ligada 
de esa variable.* Así, en la expresión “(x)|[Dxw > Cx] > Cx” la pri- 


* Como se explicó en la Pág. 91 en este mismo capítulo. 
? Otra nomenclatura no ten común se refiere a las variables libres como variables 
“reales”, y a las varlabies ligadas como variables “aparentes”. 
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mera ocurrencia de la variable “x” es parte de un cuantificador y, 
por lo tanto, se considera ligada. También la segunda y tercera 
ocurrencias son ligadas. Pero la cuarta ocurrencia es una ocurrencia 
libre. Vemos que las funciones proposicionales pueden tener tanto 
ocurrencias libres como ocurrencias ligadas de las variables; por 
otro lado, toda ocurrencia de una variable, en una proposición, debe 
ser ligada, pues toda proposición o es verdadera o es falsa. Una 
función proposicional debe al menos contener una ocurrencia libre de 
una variable, pero ninguna proposición puede contener ocurrencias 
libres de ninguna variable. 

La proposición “Fa - Gb” puede también ser considerada como 
instancia de sustitución de “Fx + Gy” donde la última es una funcio- 
nal proposicional que contiene dos variables diferentes. Hasta el 
momento, hemos admitido explícitamente sólo una variable indivi- 
dual, la letra “x”. Sin embargo, con nuestro uso previo de la letra 
“y” para denotar cualquier individuo arbitrariamente elegido, está- 
bamos de hecho usándola como variable sin admitir ese hecho, Y 
al introducir una letra por El para denotor algún individuo particu- 
lar que tuviese un atributo especificado sin realmente saber cudl 
individuo era el denotado, estábamos de hecho usando también esa 
letra como variable. Ahora procedemos a reconocer explícitamente 
lo que había implícito en nuestro uso anterior, Algunas funciones 
proposicionales pueden contener dos o más variables individuales 
diferentes. Será conveniente disponer de una mayor provisión de 
variables, de modo que se reajusta nuestra notación convenida para 
incluir las letras “u”, “Y”, “w”, “x”, “y” y “z” como variables indivi- 
duales. Ahora las funciones proposicionales incluyen expresiones 
como “Fu”, “Fu v Gw”, “(Fx-Gy) D HZ”, “Fx v (Gy: Hx)” y simila- 
res. 

Al reemplazar variables por constantes para obtener una propo- 
sición a partir de una función proposicional la misma constante 
debe reemplazar cada ocurrencia libre de la misma variable. Así, 
entre las instancias de sustitución de la función proposicional “Fx v 
(Gy : Hx)” están 


Fa v (Gb: Ha), Fa v (Gc+ Ha), Fa v (Gd: Ha), ... 
Fb v (Ga* Hb), Fb y (Gc: Hb), Eb v (Gd- Hb), ... 
Fc v (Ga* Ho), Fc v(Gb* Ho), Fe v (Gd: Ho), .... 


pero no proposiciones tales como “Fa v (Gb - Hc)”. Por otro lado, la 
misma constante puede reemplazar ocurrencias libres de diferentes 
variables a condición de que si reemplaza cualquier ocurrencia libre 
de una variable debe reemplazar todas las ocurrencias libres de esa 
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variable. De modo que otras instancias de sustitución de la función 
proposicional. “Fx v (Gy *- Hx)” son “Fa v (Ga * Ha), “Fb v (Gb - 
Hb y, “Fc v (Gc- Hey, ... 

Habiendo admitido las letras “u”, “v”, “w”, “y” y “z” como va- 
riables individuales, además de “x”, ajustamos ahora nuestra notación 
para que la cuantificación existencial y universal se conforme a 
nuestra provisión aumentada de variables. La proposición “Todos los 
F son G” puede simbolizarse alternativamente como “(u)|Fu > Gu])”, 
«(v)[Fv > Gol”, “(w)[Fw > Cul”, “(x)1Fx > Gal”, “(y)[Fy > Gyl”, 
o“(z)[Fz > Gz)”. De manera similar, la proposición “Hay algunos 
H” puede simbolizarse alternativamente como “(31u4)Hu”, “(3v)Hv, 
“(3 1w)Hw”, “(3x)Hx”, “(1y)Hy”, o “(32)HZ”. La diferencia entre 
“(0)Fx” y “(y)Fy” (así como entre “(3x)Gx” y “(3y)Gy”) es pura- 
mente de notación y cualquiera podría escribirse en lugar de la otra 
dondequiera que se presente. Desde luego que si una función proposi- 
cional contiene ocurrencias libres de dos o más variables diferentes, 
tal como “Fx - Gy”, las dos funciones proposicionales que resultan al 
cuantificarla como 


(M[Fx-Gy] Y (y) [Fx*Gy] 


son realmente muy diferentes y su diferencia es más que de notación. 
Las instancias de sustitución de la primera son 


(0[Fx-Ga], (M[Fx-Gb], (a [Fx- Gel, ... 


mientras que las instancias de sustitución de la segunda son 
(miPa:Gy), ([Fb:Gy], (y)[Fc-Gy]l, -.. 


Si cada individuo tiene el atributo F, y algunos pero no todos los indi- 
viduos tienen el atributo G, entonces algunas instancias de sustitu- 
ción de la primera serán proposiciones verdaderas, mientras que 
todas las instancias de sustitución de la segunda serán falsas, una 
diferencia considerable. Este ejemplo debiera servir para indicar la 
necesidad de hablar no de “la cuantificación universal (o existencial ) 
de una función proposicional” sino de “la cuantificación universal 
(o existencial) de una función proposicional con respecto a la va- 
riable “x”” o “la cuantificación universal (o existencial) de una fun- 
ción proposicional con respecto a la variable “y””, y así sucesivamente. 

Debiera ser claro que por ser “(x)[Fx > Gal” y “(y)[Fy > Gy)” 
traducciones alternativas de la proposición “Todo lo que sea un F 
es también un G”, la cuantificación universal de “Fx > Gx” con res- 
pecto a “x” tiene el mismo significado que, y es lógicamente equiva- 
lente a, la cuantificación universal con respecto a “y” de la función 
proposicional que resulta al reemplazar todas las ocurrencias libres 
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de “x” en la “Fx > Gx” por “y” —pues lo que resulta de hacer este re- 
emplazo es “Fy > Gy”—. En las primeras etapas de nuestro trabajo 
será deseable tener a lo más una cuantificación con respecto a una 
variable dada en una proposición sencilla, Esto no es estrictamente 
necesario pero es útil para evitar confusiones. Así, la primera pro- 
posición múltiplemente general que se consideró “Si todos los perros 
son carnívoros, entonces algunos animales son camívoros” se 
simboliza mejor como “(x)[Dx > Cx] > (3y)[4y : Cy]” que como 
“(x)[Dx > Cx] > (3x)[Ax : Cx]” aunque ninguna de las dos es inco- 
rrecta, 

Se ha observado que ninguna proposición puede contener nin- 
guna ocurrencia libre de variable alguna. Así, al simbolizar cual- 
quier proposición se tendrá cuidado de que toda ocurrencia de toda 
variable usada esté dentro del alcance de un cuantificador respecto 
a esa variable. Algunos ejemplos aclararán el asunto. La proposición 


Si algo anda mal en la casa entonces todos los de la casa se quejan. 


se simboliza propiamente como un condicional cuyo antecedente y 
consecuente contienen cuantificadores diferentes: 
(3x)lx anda mal en la casa] ) (y) [(y es una persona de la casa) >) (y 
se queja)] 
Aquí el cuantificador inicial no se extiende más allá del signo prin- 
cipal de implicación. Pero si ahora leemos otra proposición que 
tiene un parecido superficial con la primera: 


Si algo anda mal entonces debiera rectificarse. 
sería incorrecto simbolizarla como 
(3x)Mx anda mal] >) (x debiera rectificarse) 


Puesto que al terminar el alcance del cuantificador inicial en el 
signo de implicación, la ocurrencia de “x” en el consecuente no puede 
referirse hacia atrás al cuantificador inicial, pues no está ya dentro 
de su alcance. Tenemos aquí la ocurrencia libre de una variable, 
lo que significa que la simbolización propuesta no es una proposi- 
ción y, por lo tanto, no es una traducción adecuada del enunciado 
dado. El error no se corregirá simplemente por extensión del al- 
cance del cuantificador inicial, por reinstalación de los corchetes, 
pues la expresión simbólica 


(dx [(x anda mal) > (x debiera rectificarse)]. 
aunque es una proposición, no tiene el mismo significado que la 
proposición original en español. En lugar de ese significado, sola- 
mente dice que existe al menos una cosa que debiera rectificarse 
si anda mal, pero el sentido de la oración en español claramente es 
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que cualquier cosa que ande mal debiera rectificarse. Luego, una 
simbolización correcta no es ninguna de las anteriores sino 


(x)[(x= anda mal) > (x debiera rectificarse)]. 


La situación es más complicada, pero no es diferente, en prin- 
cipio, cuando un cuantificador ocurre dentro del alcance de otro 
cuantificador. Aquí hay que dar el mismo aviso contra las variables 
“en el aire”* o no cuantificadas. La proposición 


Si algo falta entonces si nadie llama a la policía, habrá un descontento 
propiamente se simboliza como 


(3x)[x falta] >) ((y)[(y es una persona) 7 — (y llama la policía)] > 
(3z)[(z es una persona) * (z quedará descontento)])). 


Pero la siguiente proposición, que superficialmente es análoga a la 
precedente: 


Si algo falta entonces si nadie llama a la policía, no será recuperado. 


no se debe simbolizar como 


(3x)[x falta] D ((y)I(y es una persona) D —(y Mama a la policía)) 
> —(x será recuperado?) 


pues la última ocurrencia de la variable “x” está fuera del alcance 
del cuantificador inicial, quedándose “en el aire”. No se le puede 
corregir por simple reescritura de los corchetes corno 


(Ax) (e falta) > ELO) es una persona) >) —(y llama a la policía)] > 
rm (x será recuperado) )) 
pues esta expresión tampoco preserva el sentido de la oración dada, 


como en el ejemplo anterior. Ese sentido queda expresado por la 
forma : 


(x)((x falta) >) ((y)díy es una persona) ) —(y llama a la policía)] > 
—(x será recuperado))) 


que es, por lo tanto, una simbolización correcta de la proposición 
dada. 


EJERCICIOS 


Simbolizar cada una de las proposiciones siguientes usando en cada caso 
la notación sugerida, de modo que la fórmula simbólica sea lo más próxinia 
posible a la expresión en español: 


*1. Si algo se descompone alguien será culpado. (Dx: x se descompone. Px: x 
es una persona, Bx: x será culpado.) 


» Variables “colgando” o “bailando”. (N. del T.) 
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10. 


11. 


12. 


13, 


14 


*15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
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. Si algo se daña el inquilino tendrá que pagarlo. (Dx: x se daña. Cx: x se 


cobrará al inquilino.) 


. Si nada se descompone nadie será culpado. (Dx: x se descompone, Px: 


x es una persona. Cx: x será culpado.) 


. Si algo se daña, pero no se culpa a nadie, el inquilino no tendrá que 


pagar. (Dx: x se daña. Px: x es una persona. Cx: x es culpado.) 


. Si cualesquier plátanos están amarillos, entonces están maduros, (Bx: x 


es un plátano. Yx: x es amarillo. Rx: x está maduro.) 


. Si hay plátanos amarillos, entonces algunos plátanos están maduros. (Px: 


x es un plátano. Ax: x está amarillo. Mx: x está maduro.) 


. Si hay plátanos amarillos, entónces si todos los plátanos amarillos están 


maduros, están maduros. (Px: x es un plátano. Ax: x está amarillo. Mx: 
x está maduro.) 


. Si todos los plátanos maduros son amarillos, entonces algunas cosas 


amarillas están maduras. (Mx: x está maduro. Px: x es un plátano. 
Ax: x es amarillo.) 


. Si todos los oficiales presentes son o capitanes o mayores, entonces o es- 


tán presentes algunos capitanes o están presentes algunos mayores. (Ox: 
x es un oficial. Px: x está presente. Cx: x es un capitán. Mx: x es un 
mayor.) 

Si hay algún oficial presente, entonces, o no hay mayores o él es un 
mayor. (Ox: x es un oficial. Px: x está presente. Mx: x es un mayor.) 
Si algunos oficiales están presente y si todos los oficiales presentes 
son capitanes, entonces algunos capitanes-están presentes. (Ox: x es un 
oficial. Px; xa está presente. Cx: x es un capitán.) 

Si algunos oficiales están presentes, entonces si todos los oficiales pre- 
sentes son capitanes, entonces son capitanes. (Ox: x es un oficial. Px: 
x está presente. Cx: x es un capitán.) 

Si todos los sobrevivientes son afortunados y si sólo las mujeres sobre- 
vivieron, entonces si hay sobrevivientes, entonces algunas mujeres son 
afortunadas. (Sx: x es un sobreviviente. Ax: x es afortunado. Mx: x 
es mujer.) 

Si cualesquier sobrevivientes son mujeres, entonces si todas las mujeres 
son afortunadas, son afortunadas. (Sx; x es un sobeviviente, Mx; x es 
una mujer. Ax: x es afortunado.) 

Si hay sobrevivientes y sólo las mujeres fueron sobrevivientes, entonces 
son muieres, (Sx: x es un sobreviviente. Wx: x es mujer.) 

Si toda posición tiene un futuro y no hay empleados flojos, entonces al- 
gunos empleados tendrán éxito. (Px: x es una posición. Fx: x tiene un 
futuro. Ex: x es un empleado.) Lx: x es flojo. Tx: x tendrá éxito.) 

Si algunos empleados son flojos entonces si algunas posiciones no tienen 
futuro entonces no tendrán éxito (Ex: x es un empleado Fx: x es flojo. 
Px: x es una posición. Tx: x tiene futuro. Sx: x tendrá éxito.) 

Si cualesquier empleados son flojos y algunas posiciones no tienen fu- 
turo entonces algunos empleados no tendrán éxito. (Ex: x es un em- 
pleado Fx: x es flojo. Px: x es una posición. Lx: x tienen futuro. $x: 
x tendrá éxito.) 

Si cualquier marido fracasa, entonces, si todas las esposas son ambicio- 
sas entonces algunas esposas estarán decepcionadas. (Mx: x es un ma- 
rido. Ex: x tiene éxito. Ax: x es ambiciosa. Dx: x será decepcionada.) 
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20, Si algún marido fracasa, entonces, si algunas esposas son ambiciosas, él se 
sentirá infeliz. (Mx: x es un marido, Fx: x no fracasa. Ex: x es una 
esposa. Ax: x es ambiciosa. lx: x se sentirá infeliz.) 


4.5. Reglas de Cuantificación 


1. Inferencias que Involucran Funciones Proposicionales. Al cons- 
truir una demostración formal de validez para un argumento dado, 
las premisas con que empezamos y la conclusión con que termi- 
namos son proposiciones. Pero donde se utilicen reglas de la Ins- 
tanciación Existencial o de la Generalización Universal algunos 
de los renglones intermedios deberán contener variables libres, y 
serán funciones proposicionales y no proposiciones. Cada renglón 
de una demostración formal de validez debe, o ser una premisa O 
un supuesto de alcance limitado, o seguirse válidamente de los ren- 
glones precedentes por medio de una forma de argumento válido 
elemental aceptada como Regla de Inferencia o seguirse por una 
secuencia de pasos como los anteriores como por el principio de 
Demostración Condicional, Surgen naturalmente tres preguntas en 
este momento: ¿En qué sentido puede decirse que una función 
proposicional válidamente se sigue de otras funciones proposiciona- 
les? ¿En qué sentido puede decirse que una función proposicional 
válidamente se sigue de ciertas proposiciones?; ¿y en qué sentido 
puede decirse que una proposición válidamente se sigue de funcio- 
nes proposicionales? 

Para contestar estas preguntas es útil introducir un sentido más 
general y revisado de la palabra “válido”. Las funciones proposi- 
cionales contienen variables libres y, por lo tanto, no son ni verda- 
deras ni falsas. Pero una función proposicional se convierte en una 
proposición reemplazando todas sus variables libres por constantes 
y la instancia de sustitución que así resulta o es verdadera o es 
falsa. Una función proposicional puede decirse que se sigue válida- 
mente como conclusión de una o más funciones proposicionales 
tomadas como premisas cuando cualquier reemplazo de las ocurren- 
cias libres de las variables por constantes (siendo las mismas cons- 
tantes las que reemplazan a las mismas variables en premisas y 
conclusión, desde luego) da lugar a un argumento válido. Así, por 
ejemplo, la función proposicional “Gx” se sigue válidamente de las 
funciones proposicionales “Fx > Gx” y “Fx”, porque todo reemplazo 
de “x” por una constante da un argumento de la forma Modus Ponens. 
Podemos decir de tal inferencia que es válida por Modus Ponens a 
pesar de que lo involucrado son funciones proposicionales y no pro- 
posiciones. Debiera estar claro que cualquier inferencia es válida 
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si procede por cualquiera de las 19 Reglas de Inferencia de nuestra 
lista original, independientemente de que las premisas y conclusión 
sean proposiciones o funciones proposicionales. Nótese de pasada, 
que esto es así, aun cuando la conclusión contenga más variables 
libres que las premisas, como cuando por el principio de adición 
válidamente inferimos la función proposicional de dos variables 
“Fx v Gy” de la función proposicional de una variable “Fx”. 

La lista original de diecinueve Reglas de Inferencia también 
permite la inferencia de funciones proposicionales a partir de pro- 
posiciones, como cuando por el principio de Adición inferimos la 
función proposicional “Fa v Gx” a partir de la proposición “Fa”. Es 
obvio que tales inferencias son válidas en el nuevo sentido explicado. 
Más aún, se pueden inferir válidamente proposiciones a partir de 
funciones proposicionales por nuestras Reglas de Inferencia, así 
como cuando por el principio de Simplificación inferimos la pro- 
posición “Fa” a partir de la función proposicional “Fa - Gx”. Luego, 
las letras “p”, “q”, “r”, “5” en nuestras diecinueve Reglas de Inferen- 
cia ahora corren sobre, o representan, o proposiciones o funciones 
proposicionales. 

Ahora podemos adoptar una definición más general de demos- 
tración formal de validez, que corre paralela a nuestra definición 
anterior, excepto en que los renglones de una demostración pueden 
ser O proposiciones o funciones proposicionales. Si cada renglón 
siguiendo a las premisas iniciales válidamente se sigue de los ren- 
glones que le preceden en el sentido generalizado del término *vá- 
lido” que hemos explicado, entonces el último renglón válidamente 
se infiere de las premisas iniciales. Y si nuestras premisas iniciales 
y nuestra conclusión son proposiciones y no funciones proPosicio- 
nales, entonces la conclusión válidamente se sigue de las premisas 
iniciales en el sentido original del término “válido” que se aplica 
a argumentos cuyas premisas y conclusiones todas son enunciados 
o proposiciones. Esto puede verse mediante las consideraciones que 
damos a continuación. Al pasar de nuestras premisas originales a 
funciones proposicionales, si lo hacemos válidamente, entonces, si las 
premisas son verdaderas, todas las instancias de sustitución de 
las funciones proposicionales inferidas también deben ser verdade- 
ras. Y al pasar de las funciones proposicionales, si lo hacemos 
válidamente, entonces todas las instancias de sustitución de las últi- 
mas también deben ser verdaderas. Finalmente, cuando pasamos 
de funciones proposicionales inferidas válidamente a la conclusión 
final que es una proposición, entonces, si lo hacemos válidamente, 
como todas las instancias de sustitución de las anteriores son ver- 
daderas la conclusión final debe ser verdadera también. 


Reglas de Cuantificación 117 


Las observaciones anteriores requieren alguna modificación para 
tomar en cuenta los supuestos de alcance limitado que contienen va- 
riables libres, pero las modificaciones se introducen mejor como 
alteraciones en las reglas de cuantificación mismas. Las versiones 
preliminares de nuestras reglas de cuantificación han de reempla- 
zarse en todo caso, pues como se dijo, sólo se aplican a las proposi- 
ciones y no a las funciones proposicionales. Las dos reglas de gene- 
ralización, UG y EG deben ahora permitir la cuantificación (o 
ligazón) de las variables libres, mientras que las reglas de instancia- 
cion UI y El deben ahora permitir que se liberen las variables 
ligadas para permitir la introducción de funciones proposicionales 
más que las (pretendidas) instancias de sustitución de ellas. 

En nuestra discusión anterior de las funciones proposicionales 
(de la única variable “x”) introdujimos las letras griegas b y y, 
y con “bx” y “yx” demotamos cualquier función proposicional de “x” 
tal como “Fx”, “Gx”, “Fx Hx”, “(Fx v Gx) > Hx”, ... sin importar 
qué tan complicadas puedan ser estas funciones. Será útil continuar 
usando las letras griegas, dejando “bx” para denotar cualquier fun- 
ción proposicional que contenga a lo menos una ocurrencia libre 
de la variable “x”, incluyendo aun aquellas funciones proposicio- 
nales que contienen ocurrencias libres de otras variables. Entonces 
“sx” puede denotar cualquiera de las siguientes: 


Fx, Fx v Gx, Ga D Hx, Fw: Fx, (32)[Gz = Hx], ... 


De manera semejante, “by” puede denotar cualquiera de las fun- 
ciones proposicionales 


Fy, Fy v Gy, Ga > Hy, Fw*Fy, (A2[Gz = Hy], .... 


Para podernos referir a cualquier función proposicional en cualquiera 
de los grupos precedentes, será conveniente introducir las letras 
griegas mu y nu (“u” y “v”) para denotar símbolos individuales. De 
este modo, “o,” puede denotar cualquiera de las funciones proposi- 
cionales precedentes, ya sea de “x” o “y” según que “s” se tome 
como denotando “x” o “y”. De manera semejante, según que “y” 
se tome cómo denotando “x” o “y”, “(u)ou” denotará la cuan- 
tificación universal con respecto a “x” o “y” de cualquiera de 
las funciones proposicionales que preceden, de “x” o “y” y “(31)9u” 
denotará la cuantificación existencial. 

Es conveniente permitir que “bu” denote también o una pro- 
posición o una función proposicional que nro contenga ocurrencia 
libre de la variable denotada por “y”. En tal caso (u)04 y (3J4)8p 
se llamarán cuantificaciones “vacías” y serán equivalentes la una 
a la otra y a $4 misma. Esta noción no muy natural se incluye 
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solamente por la completud descrita y demostrada para el desarrollo 
axiomático de la teoría de la cuantificación que se presenta en el 
Cap. 9. Hasta entonces no haremos uso de la misma, 

Las letras griegas + y Y también pueden usarse en conjunción 
con alguna constante para denotar o proposiciones o funciones pro- 
posicionales que contengan esa constante. De esta manera “ba” puede 
denotar cualquiera de las expresiones 


Fa, Fa y Ga, Gc > Ha, Fw: Fa, (32)[Gz = Ha], ... 
y “eb” puede denotar cualquiera de las expresiones 
Fb, Fb v Gb, Gc D Hb, Fw*Fb, (J2[Gz= Hb], ... 


Por el convenio que hemos introducido “bv” puede denotar cual- 
quier expresión de los dos grupos precedentes según que “v” se 
tome como denotando “a” o “b”, Esta notación será útil al reformu- 
lar nuestras reglas de cuantificación. 


2. Instanciación Universal. La presentación de nuestras reglas de 
cuantificación vendrá acompañada con ejemplos de argumentos vá- 
lidos que deben permitir, y también con ejemplos de argumentos 
inválidos por evitar mediante restricciones impuestas a estas reglas. 
Las siguientes inferencias son claramente válidas: 


LoOFx  (y)¡Fy v Gb] (aJ[Fz > Gb] (9[Px=Gy] ()(Fx-(3n[Cx-Hy)) 
Fa! ¿.FavGb” ".Fb2Gb” .Fe=Gy” .. Fb:(IX(Cx:Hy] 
Se les puede describir generalmente como siendo de la forma 


(1)Dy 
.Dp 
donde y es una variable individual, y es una constante individual 
y db» resulta de bu reemplazando todas las ocurrencias libres de y 
en 9, por ». Desde Juego, no puede haber ocurrencia libre de en 
(1)Bu4 pero puede haber Cualquier número de ocurrencias libres 
de en $. Por otro lado, no cualquier ocurrencia de y en bu nece- 
sita ser libre: por ejemplo, en donde “,” denote “x” y “by” denote 
“Fx > (3x)[Cx v Hy)” sólo la primera ocurrencia de y en oy es libre, 
pues la segunda es parte del cuantificador existencial (34) y la 
tercera está dentro del alcance de ese cuantificador. 
También son válidas inferencias como 
(9Fx  (DFx (ip[Fyv Cb] (2[F2 > Gx] (0[Fx(Ax[Cx: Hy)) 


CS Fyl CS Fx? .FrvGb” ¿.FXxOD Gx" Fo (dxo[GxrrHy] "0 
que también son de la forma 
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excepto que aquí tanto como v son variables individuales. Aquí la 
premisa (.)bu puede ser una proposición, pero la conclusión «++ 
debe ser una función proposicional. 

Así como contamos válida la inferencia 


(¡3 Ez v Gb] 
. .Fbv Gb 
en donde la constante de instanciación “b” ocurre tanto en la pre- 
misa como en la conclusión, también queremos contar como válidas 
inferencias del tipo 
()[Fx v Gy] (y) Fx > Cy] ¡[Fx > (Gy:H2)] 
S.FyvGy” ¿.FXD Gx” ¿.FrD(GyHy)" 


en las que la variable de instanciación ocurre libremente tanto en 
las premisas como en la conclusión. En general, cuando +» se in- 
fiera de (1), válidamente, y debe ocurrir libremente en + en 
cualquier lugar en que y ocurra libre en Pu, pero puede haber más 
ocurrencias libres de v en bv que ocurrencias libres de y en £u. Habrá 
más siempre que v ocurra libre en u. 

Todas las inferencias precedentes se pueden hacer legítimas por 
nuestro principio de Instanciación Universal. Será conveniente esta- 
blecer para el capítulo presente dos convenios definidos que gobier- 
nen las expresiones “bu” y “Bv”, de modo que cada una pueda usarse 
en el mismo sentido en los enunciados de las 4 reglas de cuantifi- 


«> 


cación. El primer convenio es que mu (“y”) denote exclusivamente 
variables individuales, mientras que nu (“v”) pueda denotar, ya 
una variable individual ya una constante individual. El segundo con- 


venio es el siguiente: 


La expresión “* by.” denota cualquier función proposicional o propo- 
sición. La expresión “«pv” denota el resultado de reemplazar toda 
ocurrencia libre de ¡4 en dx por v, a condición de que si y es una varia- 
ble debe ocurrir libre en dy en todos los sitios en que y. ocurra libre 
en Py. (Si Dj no contiene ocurrencia libre de ¡4 entonces bv y dy. son 
idénticas. y y ¡a pueden, desde luego, ser la misma variable: si lo 
son, también son idénticas bv y dy.) 


Este convenio general ayuda a prevenir inferencias indeseadas 
(esto es, inválidas), que podrían permitir nuestras cuatro reglas 
de cuantificación. De qué manera contribuye el convenio a alcanzar 
este fin se explicará siguiendo las formulaciones de cada una de 
las cuatro reglas. 

Nuestra primera Regla de Cuantificación, la Instanciación Uni- 
versal, se enuncia como 
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ur Ie 
. .Dyp 

La convención general que gobierna Pu y Dv sirve para prevenir 

inferencias erróneas como 

(ALF = —Fy)) 

'.(JykFy = —Fy) 
que podría permitir el principio UI porque v (“y”) no ocurre libre 
en dr(“(Jy)(Fy = —Fy)”) en todos los lugares en que u (“x”) Ocurre 
libre en e:.(“(Iy)(Fx= —Fy)”). Luego “(3Yy)(Fy = —Fy)” no es 
una Py legítima para usarse en la aplicación de UI donde (y)bu 
es “()[(IYy)(Fx = —Fy)]”. Debiera ser obvio que la inferencia es in- 
válida: falla para un universo que contenga cosas que son F y 
algunas otras que no son F, porque esto hará verdadera la premisa, 
mientras que la conclusión sería falsa para todo universo posible, 
desde el momento que es autocontradictoria. 

3. Generalización Existencial. Pasando ahora a la Generalización 
Existencial observamos que todas las siguientes son inferencias vá- 
lidas: 

Fa Fa Fa v Gb Fa D Gb 

ER). (Ay)Fy? -. (dx(Pr v Gb)” “.(AyNFa D Gy)* 

Se les puede describir generalmente como siendo de la forma 
Dy 
EMM 
Aquí, tanto premisas como conclusiones son proposiciones. Tam- 
bién son válidas las inferencias que contengan funciones proposi- 
cionales y sean como 
Fx Fa v Gy Fx D Gy Fx: Gx 

¿(RNFy? Ex Fa v Go” -.(IN(FX O Gy)' Ey Fy-Go 
que son del mismo esquema que el precedente, excepto en que y es 
una variable en lugar de una constante. 

Nuestra segunda Regla de Cuantificación, la Generalización Exis- 
tencial se enuncia como 

Dy 


--.(A1)Pp 
El convenio general que rige dy y %v sirve para evitar una in- 
ferencia errónea como 


EG 


Fx= —Fy 
.En(Px= —Fx) 
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que sería permitida por EG porque v (“y”) no ocurre libre en +y 
(Fx =-— Fy”) en todos lugares en que y (“x”) ocurre libre en 
$u (Fx == — Fx”). Por lo tanto “Fx = — Fy” no es una 9: legítima de la 
cual “(3x)(Fx= -—Fx)” pueda obtenerse como (3 ¿)9 por EG. Debiera 
ser obvio inferencía es inválida: pues aunque la conclusión es falsa 
por ser una contradicción en sí, la premisa tiene instancias de sus- 
titución que son verdaderas. 

Teniendo a nuestra disposición tanto UI como EG podemos ilus- 
trar su uso al demostrar la validez del argumento 


Todos los hombres son mortales, 


Por lo tanto, si Sócrates es un hombre, entonces algunos hombres son 
mortales. 


por medio de la siguiente demostración condicional: 


L (MH >Mxa /. Hs > Bx(Hx: Mx) 
2. Hs 

3. Hs > Ms 1, UI 

4. Ms 3, 2, M.P. 

5. Hs:Ms 2, 4, Conj. 

6. (IiN(Hx-Mx) 5, EG 

7. Hs DD (Íx(Hx'Mx) 2-6, C.P. 


Un esquema simple de deducción es suficiente para establecer la 
validez de cualquier argumento de la forma 


(1)Bp 
-. (up 
Aquí, el esquema de demostración es 


L (pda /.(Ap)On 
2. Op 1, UI 
3, (mdp 2, EG 


4. Instanciación Existencial. Antes de discutir nuestra nueva 
formulación de la Instanciación Existencial será útil establecer la 
verdad lógica de equivalencias de la forma 


(E) (dy > p] =((21)P4 > p) 


donde y ocurre libre en $v en todos y sólo en aquellos lugares en 
que y ocurre libremente en 6, y donde p no contiene ocurrencias 
libres de la variable +. En el caso de que p sea verdadera los 
dos lados de la equivalencia deben ser verdaderos: porque si 
p €s verdadera, entonces $» > p es verdadera para cada valor de 
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v, luego (v)[%v > p] es verdadera. Y la verdad de (I4)%p > p 
también se sigue inmediatamente de la verdad de p. En el caso 
en que p sea falsa y (v)[%v > p] verdadera toda instancia de sus- 
titución de dv > p es verdadera y, por tanto, toda instancia de 
sustitución de bv debe ser falsa, luego (31 )0, debe ser falsa y, por 
tanto, (I4)bu > p verdadera. En caso de que p sea falsa y (31)94 
5 p verdadera, (31) debe ser falsa y así, toda instancia de susti- 
tución de b» debe ser falsa, por lo que cada instancia de sustitución 
de by > p debe ser verdadera y, por tanto, (v)[Sv > p] también es 
verdadera. Este argumento establece la verdad de cada equivalencia 
de la forma (E), pues si p es verdadera ambos lados son verdaderos 
y si p es falsa cada lado implica el otro. 

Pasando ahora a la Instanciación Existencial queremos permitir 
el paso de (31x)Fx a Fx o Fy únicamente bajo condiciones muy 
estrictas. No sólo debe la variable de instanciación no tener ocurren- 
cia libre previa (como se discutió en el número 4 del párrafo 4.2) 
sino que no debemos permitir que (x)Fx se infiera de (3x)Fx por la 
Instanciación Existencial y la Generalización Universal. Hay muchas 
maneras de imponer tales restricciones. Una de ellas es formular la 
regla de Instanciación Existencial de modo que la fórmula o renglón 
finalmente inferidos por medio de ella no contenga variables libres 
introducidas por la misma, Lo factible de este procedimiento puede 
verse a través de las consideraciones siguientes. 

Aquí, como en secciones previas, nos concierne la construcción 
de demostraciones de validez sólo para argumentos cuyas premisas 
y conclusiones sean proposiciones, no funciones proposicionales con- 
teniendo variables libres. Luego, nunca terminamos una demostra- 
ción con una función proposicional conteniendo una variable libre. 
De este modo, cualquier demostración de validez en la que la regla 
de la Instanciación Existencial involucre el paso de (34) a ev, 
la función proposicional by sólo sirve para permitir la inferencia 
subsecuente de una fórmula sin ocurrencia libre de la variable ». 

Supongamos que ya tenemos (34 )9.como renglón en una demos- 
tración y sabemos que en presencia de otros renglones ya obtenidos, 
si tuviésemos también $» podríamos deducir una fórmula deseada 
p que no contiene ocurrencia libre de la variable v. Podemos proce- 
der escribiendo $y como un supuesto de alcance limitado. Entonces, 
después de haber reducido p, podemos cerrar el alcance del supuesto 
e inferir la fórmula +» > p por la regla de Demostración Condicio- 
nal reforzada. De este renglón (con restricciones razonables) la 
fórmula (»)[Sv > p] puede inferirse por Generalización Universal. 
Y de la última fórmula, por la equivalencia (E), podemos inferir 
(Iv): D p. Ahora, de esta fórmula y el renglón anterior (34) 
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podernos obtener p por Modus Ponens, Todo este proceso lo podemos 
representar esquemáticamente de la manera que sigue 


i [EMT 
j. Dy 


k+1. dr>p j—k, C.P. 

k+2. (m[dv > p] k+1, UG 

k+3. (31)0p > p k+2, equivalencia (E) 
k+4. p k+3,1 MP. 


La discusión precedente puede verse como proporcionando una 
justificación informal para la regla de Instanciación Existencial que 
ahora se puede enunciar como 


El: (14)Pp 
Pr 


Pp 
e 


con la condición de que y sea una variable sin ocurrencias libres ni 
en p ni en cualquier renglón anterior a Dry. 


Antes de discutir las restricciones que se han de imponer al 
enunciado de El puede ser útil presentar una demostración de va- 
lidez que hace uso de la nueva regla: 


(IDGz 5, EG 
(3Gz 2, 3-6, El 


1. ((Fx > Cu) 

2. (AyFy /-.(37)Gz 
3. Fu 

4. Fu Gu 1, UI 

5. Gu 4,3, M.P. 
6. 

de 


Puede, aunque no es necesario, haber otros renglones intervi- 
niendo entre la premisa (3) (renglón 2 anterior) y la función 
proposicional $ (renglón 3 anterior) marcada como supuesto de 
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alcance limitado. Cuando la fórmula deseada p (renglón 6 anterior) 
ha sido alcanzada, el siguiente renglón, de nuevo, es p simplemente, 
y la justificación escrita a su lado es el múmero del renglón que 
consiste en (34)9u4 y unidas por un guión el número del rengión 
que consiste en bv y el primer renglón que consiste en p, y la 
notación El, 

El convenio general que rige du y dv sirve para evitar que una 
“demostración” errónea como 


1. (AF: Gx) /..(x)Fx 


2. Fx: Gy (incorrecto como parte de El) 
3. Fx 2, Simp. 

4. Fx 1, 2-3, El (incorrecto ) 

5. (x)Fx 4, UG 


sea permitida por El, porque v (“y”) no ocurre libre en dv (“Fx : Gy”) 
en todos los lugares en que y (“x”) ocurre libre en Sy (“Fx - Ga”); 
por lo tanto, “Fx- Gy” no es un %y legítimo para usarse en la apli- 
cación de El donde (3)5, es “(3x)(Fx- Gx)”. Debiera ser obvio 
que el argumento es inválido: el que una cosa sea un F y un G 
claramente no trae consigo que cada cosa sea un F. 

La restricción que y no ocurra libre en cualquier renglón an- 
terior a dv asegura que » no ocurre libre en (3). y, por lo tanto, 
si es diferente de y, + 220 ocurre libre en 9u tampoco. El convenio 
general nos asegura ya que no hay ocurrencia libre de ¿ en 9». 
De modo que la restricción presente hecha sobre El junto con el 
convenio general implica la restricción asociada con la equivalencia 
lógica (E), que v ocurre libre en Sven todos los lugares y solamente 
en los lugares en que ocurre libre en P. 

La restricción que v no ocurra libre en p sirve para evitar todo 
uso (erróneo) subsecuente de la Generalización Universal para de- 
ducir (4) como conclusión de (34)Bu como premisa que por otro 
lado sería posible: porque si p se permitiese que contuviera una 
ocurrencia libre de v podría ser Pv» misma, de lo que UG podría 
usarse para deducir la conclusión ()84. 

La restricción que v no ocurra libre en ningún renglón anterior 
a dv sirve para prevenir que El dé lugar a una “demostración” erró- 
nea como 


2. (Ay(Fx = —Fy) 1, UI 


3. Fr= —Fr (incorrecto como parte de El) 
4. (Ax(Fx= —Fx) 3, EG 
5 


Ll. (ARBYNE: = —Fy) /-. (AÍN(Ex= —Fx) 
. (11)(Fx = —Fx) 2,3-4, El (incorrecto) 
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porque » (“x”) ocurre libre en el renglón 2 que precede a dv (“Fx= 
—Fx”) en el renglón 3. Luego, “Fx= —Fx” no es una %v legítima 
para usarse en la aplicación de El donde (3+)t4 es “(Iy)(Fx == 
—Fy)”. Es obvio que el argumento es inválido: falla para un modelo 
que contenga cosas que son F y otras cosas que no son F, lo que 
haría verdadera la premisa mientras que la conclusión es falsa 
en todo modelo porque es una autocontradicción. 


5. Generalización Universal. La formulación complicada y alta- 
mente restringida de El que acabamos de dar permite una formu- 
lación un tanto menos restringida de la regla de Generalización 
Universal que ahora enunciamos como 


> 
(8d 


bajo la condición que v sea una variable que no ocurre libre en ( Ly.) 
Py o en cualquier supuesto dentro de cuyo alcance esté Du. 


UG 


El convenio general que rige bu y Dv sirve para prevenir que 
UG permita una “demostración” errónea como 


1, ANNE: > —Fy) /.((Fx D —Fx) 


2. (yiFx > —Fy) 

3. Fx> —Fy 2, UI 

4. (x[Fx > —Fx) 3, UG (incorrecto) 
5. (EX O Fx) 1, 2-4, El 


porque v (“y”) no ocurre libre en dv (“Fx > —Fy”) en todos los 
lugares en que « (“x”) ocurre libre en 94 (“Fx > —Fx”). Por lo tanto, 
“Fx > —Fy” no es una $v legítima de la cual pueda obtenerse “(x)(Fx 
> —Fx)” como (1)b4 por UG. Debe ser obvio que el argumento es 
inválido porque su premisa es verdadera si existe al menos una 
cosa que no es un F mientras que su conclusión asevera que no 
hay F en absoluto. 

La restricción que v no ocurre libre en ()bu sirve para prevenir 
que UG dé lugar a una “demostración” errónea como 


L ()Ex=Fx /..((yXEx = Fy) 

2. Fx=Fx 1, UI 

3. (yXFx = Fy) 2, UG (incorrecto) 
(XyXPx=Fy) 3, UG 


E 


porque v (“x”) ocurre libre en (1)04(“(y) (Fx = Fy)”). Luego “Fx += 
Fx” no es una dv legítima de lo cual pueda deducirse “(y)(Fx = Fy)” 
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como (u)9. por UG. Debe parecer obvia la invalidez del argumento 
porque su premisa afirma solamente que una cosa es una F si y 
sólo si es un F mientras que su conclusión afirma que de cualesquier 
cosas x y y, xes un F si y sólo si y es un F también. 

La restricción que y no ocurra libre en cualquier supuesto dentro 
de cuyo alcance se encuentre by sirve para prevenir que UG permita 
una “demostración” errónea como 


1. (EP /0. (Fx 


2. Fy 
3. (x)Fx 2, UG (incorrecto) 
4. (x)Fx 1, 2-3, El 


porque v (“y”) ocurre libre en el supuesto “Fy” dentro de cuyo al- 
cance se encuentra la premisa oy (“Fy”). Luego, en este caso “Fy” 
no es una dv legítima de la cual pueda deducirse “(x)Fx” como 
(u1)Bu por UG. El argumento desde luego, es obviamente inválido. 


EJERCICIOS 


Identificar y explicar todos los errores de las siguientes “demostraciones” 
erróneas: 


¡M Fx 
(yFy 1, UG 


1, 

2. 

3. Fx > (yFy 1-2, C.P. 
4. ()[Ft > (y)Fy] 3, UG 


2. 1. (Ax(FxreGx) /-. (dor 


2. Fx Cr 
3, Fx 2, Simp. 


4. Fx 1, 2-3, El 
5. (3x)Fx 4, EG 
LL (GN =Gy /-. (Aya = Gy) 
2. 1, UI 
a: 
4. ( 3, UG 
5. ( 4, EG 
6. ( 2, 3-5, El 
4. 1 (DBY(Fx > Gy) /-.(Iy(i(Fx > Cy) 
( 


- (FyXFx > Cy) 1, UL 


2 

3. Fx> Gx 

4. (NEO Cv) 3, UG 

5. (IykaNEx D Cy) 4, EG 
( 


(AYiANKFx D Gy? 2, 3-5, El 


5. 1. (y Gx)kFx y Gy) 
2. (IM(Fx v Gy) 


3. FxvGx 
4. (y (Fx v Cy) 
3. (day Fx v Cy) 


6. (IN(yFx v Cy) 


*. 
2. (y)i(Fx"Gz) > Hy] 
3. (Fz-Gz) > Hy 

4. (3x)[(Fx*Gz) > Hy] 


7. Ax)l(Fx-Cx) > Hx] 


5, EG 
2, 4-8, 
1,37, 


8. 


lL( 
2. es y)KFx v Gy)*Hy] 


3. (Fx v Gx): Hx 
| 4. FxvGx 


5. Fxy Gx 


6. Fx y Gx 
7. (yXFy v Gx) 
8. (1[yXFy v Gx) 


*9, AdniFx- Gx) 


1. 
2. del (Fx Go /. 
3. 


9. Fx: —Fx 
10. (ÍFx» —Fx) 


1. (IxXy)[(Fx: Gx) > Hy] /- 


5. (yi3dx)[(Fx*Gy) > Hy] 
6. (yAx)[(Fx-Gy) > Hy) 


11)(Iy)K(Fx v Cy)Hy] /.. 
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12. (FAY Y Cy) 


1, UI 


3, UG 
4, EG 
2, 3-5, El 


-Qx)|(Fx-Gxj > Hx] 


2, UI 
3, EG 
4, UG 
1, 2-5, El 
6, UI 


15. (AN(Fx* Gx) 


3, 4. Conj. 


El 
El 


)miFy v Ex) 


3, Simp. 
2, 3-4, El 
1, 2-5, El 
8, UG 

7, UG 


- Ad(Ex: —Fx) 


3, Simp. 
1,3-4, El 


6, Simp. 
2, 6-7, El 
5, 8, Con). 
9, EG 
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10. 1. (x[(Fx > Gx)" Ga] 1. (0) Fx 
2. (x)[(Fx > Gx): —Gy] 
3. (Fx > Gz)* —Gy 2, UI 
4. (y [(Fy > Gy)* —Gy] 3, UG 
5. (Fu > Gu): Gu 4, UI 
6. Fu > Gu S, Simp. 
7. —Gu*(Fu > Gu) 5, Conm. 
8. —Gu 7, Simp. 
9. —Fu 6,8, M.T. 
10. (x)—Fx 9, UG 
11. (m[(Ex > Gx): Gy] > (1)Fx 2-10, C.P. 
12. (w)[(o[(Fx > Ex): Gio] O (9-Fx) 11, UG 
13. ([(Fx D Gx): Gal > (1) Fx 12, UI 
14. (12) Fx 13, 1, M.P. 


6. Demostraciones de Validez Abreviadas. En esta etapa de nues- 
tro trabajo es deseable abreviar la longitud de nuestras demostra- 
ciones formales de validez permitiendo cortar camino en la aplicación 
de la lista original de Reglas de Inferencia. Podemos combinar cual- 
quier aplicación del principio de Doble Negación con cualquier otro 
paso, lo que nos va a permitir pasar directamente de “A DB” a 
“AvB”, o viceversa sin tener que escribir el paso intermedio 
“A v B”, Podemos acortar tediosas aplicaciones del principio de 
Conmutación permitiendo no sólo “A ,”, A v B” por el principio de Adi- 
ción sino inferencias tales como “A.'.BvA”. También permiti- 
mos inferencias tales como “AvB,-—B.'. A” por el principio del 
Silogismo Disyuntivo así como “A v B, A .'. B”. Dado que la defini- 
ción de la Implicación Material y el principio de Distribución pueden 
siempre usarse para obtener “A > (B-*C)” a partir de “(AD B)- 
(A > C) y viceversa, nuestras demostraciones pueden abreviarse 
permitiendo aplicar la Distribución a condicionales cuyos conse- 
cuentes sean conjunciones. Esto equivale a agregar la forma 
“Ip (q :r)]=I[(P>q):(p>rT)” a nuestra lista como una ver- 
sión alternativa del principio de Distribución. Aplicando repetida- 
mente los principios de Asociación y Conmutación podemos redis- 
poner los términos de cualquier conjunción o disyunción como 
deseemos, Así, podemos acortar nuestras demostraciones omitiendo 
paréntesis, corchetes, etc., de las conjunciones de 3 cualesquiera 
o más proposiciones. Así, proposiciones tales como “A -(B-[C -(D- 
EN)”, “[(A-B)-[C-(D- E)”, “(A-B)-[(C:D)-El”, “[(A:B):C]: 
(D-EY, “lA-(B-C)]- (D-EY, “(1(4:B)-C]-D)- E”, “A-[(B-C) 
-(D-E)dl”, ... todas se escribirán indiferentemente como “A:B-C- 
D-E”, y cualquier permutación se justificará simplemente por el 
principio de Conmutación. Aún más, si se desea inferir la conclusión 
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de algunos de los conjuntos indicados, en cualquier orden, puede 
hacerse esto en un solo paso y puede justificarse por el principio 
de Simplificación. Así, de “A-B-C-D-E” podemos inferir “E-B- 
D” en un solo paso, También el principio de Conjunción puede apli- 
carse a cualquier número de renglones para dar lugar a un nuevo 
renglón que es la Conjunción de todos ellos. Finalmente, se permitirá 
la reducción telescópica de las reglas de Implicación Material, de 
De Morgan, y Doble Negación para obtener “—(A > B)” a partir 
de “A- —B” y viceversa, lo que viene a ser, agregar la forma “—(p 
2 9)=(Pp: -qY a nuestra lista como una versión alternativa de 
la Implicación Material. 

Al demostrar la validez de algunos argumentos deben usarse las 
cuatro reglas de cuantificación. Consideremos el argumento siguien- 
te moderadamente complejo: 


Si todas las medicinas están contaminadas, entonces todos los técnicos 
negligentes son unos bribones. Si hay medicinas contaminadas, enton- 
ces todas las medicinas están contaminadas y son peligrosas. Todos 
los germicidas son drogas. Sólo los negligentes son distraídos. Por lo 
tanto, sí cualquier técnico es distraído y si algunos germicidas están 
contaminados, entonces él es un bribón. 


Utilizando abreviaciones más o menos obvias se puede simbolizar y 
demostrar como válido de la manera siguiente: 


- ([Dr D Cx] > (y)lWy* Ty) > Sy) 


1 

2. (AT[Dr*Cx) > (y)[Dy > (Cy: UN) 

3, (1)[Cx > Dx) 

4. (DAX NI] /2.(AUT-Ax > ((IyiGCy-Cy) > Sx)) 

5. Tu'Au 

6. (3y![Gy*Cy) 

7. Gmw*Cw 

Ñ 8. GwIDw 3, UI 

9. Cw 7, Simp. 
10, Dw 8,9, M.P. 
11. Cw 7, Simp. 

12. DwCw 10, 11, Conj. 
13, (32)D1-Cx] 12, EG 
14. (w(Dy > (Cy: Uy)] 2,13, M.P. 
15. Dz > (Cz»Uz) 14, UI 
16. (Dz > Cz)-(Dz > Ux) 15, Dist. 
17. Dr>Cz 16, Simp. 
ES. (1][Dx > Cr] 17, UG 

9. (y HiNy: Ty) > Sy] 1,18, M.P. 
20. (Nu*Tu) > Su 19, UI 
21. An 5, Simp. 
22. AuD Nu 4, UI 
23. Nu 22, 21, M.P. 
24. Tu 5, Simp. 
25. Nu: Tu 23, 24, Conj 
26. Su 20, 25, M.P. 
27. Su 6, 7-26, El 
28. (AyiCy-Cy] > Su 6-27, C.P. 
29. (Tu:Au) D ((IyNGy*Cy] > Su) 5-28, C.P. 


M0. (ATA > ((Iy)[Cy-Cy) D 5x)) 29, UG 
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EJERCICIOS 


1. Construír una demostración formal de validez para cada argumento: 


*L (d(Áx > Bx) 13. (139Jx v (AIyKy 
.(Bx D Cx) D (Ak  CK) (1) Jx D Kx) 
2. (1)(Dr > Ex) '- yKy 
Da  [((y(Ey > Fy) > Fa] 14. (DíLx > a 
3. (1 [Gx > (yNHy > 1y) (¡Mx > Nx 
A via > e (A) Lx > (I9Ny 
4. A) > (Iy)Ky *15. (1)[Ox D [(yNPy > Qy) > Rx)) 
¿(IDU D (Iy)Ky) (0 (Rx > [(yPy > Sy) > TX]) 
*5. (FL > (yMy (y MPy > (Qy*Sy)] D (x(Ox > Tx) 
-.(a)[Lx > (yMy] 16. (3:)[Ux(y(Vy > Wy)] 
6. (x)(Nx > Ox) ((Ux > [(IyNXy: Wy) > Yx]) 


CAYO Vy) > (Y: 
17. (D(Ax > [(Iy)By > Cx]) 
(D(Cx > [(Jy)Dy > Ex]) 
.(An(Br Fx) > [(yiFy > 
Dy) > (d(Az > Ez)] 
18. ((3Iy)Gr: Hy) 
“(Gr (3y)Hy 
19. IDU = Jy 


(1 HPx > [(yPy > Ny) > Ox]) 
7. (D(Qx > Rx) 

(m(Sx D Tx) 

¿(Rx O Sa) O (yiQy > Ty) 
8. (31)Ux > (y)(Uy v Vy) > Wy] 

(31) Ux*(3x) Wx 

((Ur: Wx) 
9. (I9Xx O (yíYy > Zy) 


] ANG = y) 

¿A Ya > (Xy Zy) ; 
*10. (3x)Ax D (yNBy > Cy) 2% El caeiea) 

G0Dx > (IyBy  AylKx Ly) 


(Ix(Ax Dx) D (AYNCY 
1. (DAY(E y Fy) 
(DEr v (3y)Fy 
12. (I9Gr v (yGy > Hy) 
(0) lx > —Gx) 
“. (0[GrD 1) > (yiGy > Hy) 


II. Al construir una demostración formal de validez para cada 1u:> de los 
argumentos que siguen, usar en cada caso la notación sugerida p: : 'rando 
que las fórmulas simbólicas sean tan paralelas al castellano como se , ruda: 


1. Ningún acróbata es torpe. Por lo tanto, si Alberto es un mesero y Si 
todos los meseros son torpes Alberto no es un acróbata. (Ax, Tx, 
Mx, a.) 

2. Todos los perros falderos son mansos. Por lo tanto, sí algunos perros 
son excitables y ningún perro excitable es manso, entonces no son 
perros falderos. (Fx, Mx, Px, Ex.) 

3. Todos los acusados son culpables. Todos los convictos serán colgados. 
Por lo tanto, si todos los que son culpables son convictos, entonces 
todos los acusados serán colgados. (Ax, Gx, Cx, Hx.) 


*4. 


*8. 


10. 


“1. 


*12. 
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Si hay genios entonces todos los grandes compositores son genios. Si 
alguien es temperamental, todos los genios son temperamentales. Por 
lo tanto, sí alguien es un genio temperamental, entonces todos los 
grandes compositores son temperamentales. (Gx: x es un genio. Cx: 
x es un gran compositor. Px: x es una persona. Tx: x es tempera- 
mental.) 


. Cualquier automóvil que tenga buenos frenos es seguro para el ro'1- 


ductor y seguro para los pasajeros. Por lo tanto, si un automral es 
nuevo, entonces, si todos los automóviles nuevos tienen buenos fre- 
nos, es seguro para el conductor. (Ax; x es un automóvil. Fx; x 
tiene buenos frenos. Cx; x es seguro para el conductor. Px: x es 
seguro para los pasajeros. Nx: x es nuevo.) 

O todos los invitados se divirtieron o algunos invitados disimularon 
sus sentimientos. Ninguna persona honesta debiera disimular sus sen- 
timientos. Por lo tanto, si todos los invitados son personas honestas 
entonces todos los invitados se divirtieron. (lx: x es un invitado. Dx: 
x se divirtió. Dx: x disimula sus sentimientos. Hx: x es honesto. 
Px: x es una persona.) 


. Cualquier hombre de negocios que sea un poeta debe ser rico. Todos 


los hombres ricos son conservadores. Si algún conservador no ama la 
poesía entonces ningún poeta es conservador. Por lo tanto, si hay 
un hombre rico que no ama la poesía entonces ningún hombre de 
negocios es poeta, (Nx: x es un hombre de negocios. Px: x es un 
poeta. Rx: x es un hombre rico. Cx: x es un conservador. Ax: x ama 
la poesía.) 

Todas las sustancias radiactivas o son de corta vida o tenen valor 
médico. Ningún isótopo del uranio que sea radiactivo tiene una 
vida corta. Por lo tanto, si todos los isótopos del uranio son radiacti- 
vos, entonces todos los isótopos del uranio tienen valor médico. (Rx: 
x es radiactivo. Sx: x tiene una vida corta. Mx: x tíene valor médico. 
Ux: x es un isótopo del uranio.) 


. Ningún testigo cuerdo mentiría si su mentira lo implicase en un 


crimen. Por lo tanto, sí cualquier testigo se implicara en un crimen, 
entonces, si todos los testigos fuesen cuerdos, ese testigo no mintió. 
(Cx: x está cuerdo, Tx; x es un testigo. Mx: x miente. lx: x se im- 
Plica en un crimen.) 


Si falta alguna joya, entonces, si todos los sirvientes son honestos 
será devuelta. Si cualquier sirviente es honesto todos lo son. De modo 
que si falta alguna joya, entonces si al menos un sirviente es honesto, 
será devuelta. (Jx: 2 es una joya. Fx: x falta. Sx: x es un sirviente, 
Hx: x es honesto. Dx: x será devuelta.) 

Si hay liberales todos los filósofos son liberales. Sí hay humanistas, 
entonces todos los liberales son humanistas. Por lo tanto, si hay hu- 
manistas que sean liberales, entonces todos los filósofos son huma- 
nistas. (Lx: x es un liberal. Fx: x es un filósofo. Hx: x es un hu- 
manista.) 

Si algo se pierde entonces si cada cual aprecia sus pertenencias se 
sabrá que se ha perdido. Si alguien aprecia sus pertenencias, entonces 
todos las aprecian. Por lo tanto, si algo se pierde, entonces, sl alguien 
aprecia sus pertenencias entonces algo se habrá perdido. (Hx: x se ha 
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perdido. Px: x es una persona. Áx: x aprecia sus pertenencias. Mx: 
x se sabrá que se ha perdido.) 


4.6. Verdades Lógicas que Involucran Cuantificadores 


En el Cap. 2 las tablas de verdad se usaron no solamente para 
establecer la validez de los argumentos sino también para certificar 
la verdad lógica de los proposiciones (tautologías tales como “A y 
—A”>) la noción de una proposición lógicamente verdadera es, por lo 
tanto, familiar. Como hemos visto, no cualquier argumento válido 
puede establecerse por el método de las tablas de verdad: algunos 
de ellos se demuestran como válidos usando reglas de cuantifica- 
ción. De manera semejante, no cualquier proposición lógicamente 
verdadera se puede certificar por el método de las tablas de verdad: 
algunas de ellas se demuestran usando reglas de cuantificación. 

El método usado al demostrar la verdad lógica de las tautologías 
fue presentado en el Cap. 3. Una demostración de la verdad lógica 
de la tautología “A > (4 vB)” puede escribirse como 


1. A 
2. AvB 1, Ad. 


3. AD(AVB) 1-2,C.P. 


Al demostrar la verdad lógica de proposiciomes que involucran cuan- 
tificadores tendremos que recurrir no solamente a la lista original 
de formas de argumento válidas elementales y al principio refor- 
zado de la Demostración Condicional, sino también a nuestras reglas 
de cuantificación. Así, una demostración de la verdad lógica de la 
proposición “(x)Fx > (3x)Fx” se puede escribir como 


1. (DEFx 
2. Fy 1, UI 
3. (3INFr 2, EG 


4. (x)Fx > (INFx 1-3, C.P. 


(Tal como al discutir la validez de los argumentos, en la discusión 
de la verdad lógica de las proposiciones explícitamente limitamos 
nuestras consideraciones a universos o modelos posibles no vacíos. ) 

Otras proposiciones lógicamente verdaderas que involucran cuan- 
tificadores requieren demostraciones más complicadas. Así, por 
ejemplo, la proposición lógicamente verdadera “(x)Fx > —(3x) 
—Fx” tiene la siguiente demostración : 
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1. (dx) Fx 


3, UI 

3-4, C.P. 

5, 2, M.T. 

1, 2-6, El 

8, (11)-F1x > —(x)Fx 1-7, C.P. 

9. (Fx > —(J1)—Fx B, Trans., D.N. 


De manera semejante, la verdad de “—(Jx)-=Fx > (x)Fx” se de- 
muestra como sigue: 


1. —(31)—Fx 


2. —Fy 
3. (1 —Frx 2, EG 


4. =Fy > (dx)-Fx  2-3,C.P. 

5. Fy 4,1, M.T, D.N. 
6. (Fx 5, UG 

Y. (dd Fi (Fx 1-6,C.P. 


Dadas las verdades lógicas establecidas por las dos demostracio- 
nes precedentes, las conjuntamos para obtener la equivalencia 
“(x)Fx= -—(3x)-Fx”, que es una verdad lógica ya señalada en 
la Sec. 4.1. Como nuestra demostración de esta equivalencia no de- 
pende de las peculiaridades de la función proposicional “Fx”, la equi- 
valencia es válida para toda función proposicional. Y como nuestra 
demostración no depende de las particularidades de la variable “x”, 
la equivalencia es válida no solamente para cualquier función pro- 
posicional sino también para cualquier variable individual. La forma 
de equivalencia (+)%v= —(Jlv)—%v se ve así que es lógicamente 
verdadera y puede agregarse a las otras equivalencias de nuestra 
lista de Reglas de Inferencia. Nos permite intercambiar válidamente 
(v)tv y —( 3v)-—0v siempre que ocurran. Esta conexión entre los 
dos cuantificadores por medio de la negación se adoptará ahora 
como una regla adicional de inferencia, y puede usarse al construir 
demostraciones formales de validez y demostraciones de verdad ló- 
gica. Cuando se use así las letras “QN” (para negación de cuantifi- 
cador) debieran escribirse indicando el principio al que se está 
recurriendo. Debiera ser obvio que las formas 


(By = (11) Or 
(09—0v — —(IDy 
—(v)—Dy = (19D y 
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son lógicamente equivalentes entre sí y con la forma QN y, por lo 
tanto, son lógicamente verdaderas. 

Algunas verdades lógicas obvias se enuncian en forma simple y 
con facilidad se demuestran con nuestra herramienta simbólica pre- 
sente. Un bicondicional lógicamente verdadero para cualesquier 
funciones proposicionales “Fx” y “Gx” es 

[Fx ()Gx] = (yx Co 


que asevera lo siguiente: cada cosa tiene el atributo F y cada cosa 
tiene el atributo G si y sólo si cada cosa tiene ambos atributos F y G. 
Las demostraciones de las dos implicaciones involucradas pueden 
escribirse una al lado de la otra: 


1. (OF (Gx l. (M(Fx: Gx) 
; 1, Simp. 2. Fy*Gy 1, UI 

1, Simp. 3. Fy 2, Simp 
2, UI 4. Gy 2, Simp 
3, UI 5. (Fx 3, UG 
4, 5, Conj 6. (x)Gx 4, UG 
6, UG 7. (x)Fx*(x3Gx 5,6, Conj. 

8. [Fx (1IGx] > (Fx: Gx) 8. (M(Fx*Gx) O [(a)Fxr-(1)Gx] 


1-7, C.P. 1-7, C.P. 
Otra verdad lógica está en la forma de un condicional y no de 
un bicondicional. Se le escribe, como 
[Fx v (9Gx] O (m(Ex v Gx) 
y afirma que si cada cosa o es un F o cada cosa es un G, entonces 
cada cosa es un F o un G., Su demostración involucra hacer varios 
supuestos de alcance limitado y se le puede escribir como 


1. (Fw (Gx 


(Fx 
Fy 2, UI 
Fy v Gy 3, Ad. 


(Fx y Gx) 4, UG 
(DFr DO (0(Fx v Gx) 2-5, C.P. 
(x)Gx 
Cy 7, UI 
9. FyvGy 8, Ad. 
(Dx v Gx) 9, UG 
11, (1)Gx > (x(Fx v Gx) 7-10, C.P. 


12. [(H)Fr > (x)(Ex y Gx)] : [(1)Gx  (x(Fx v Gx)] 6, 11, Conj. 
(1)(Ex v Gx) v (Fx v Gx) 12, 1, C.D. 
(Fx v —= 13, Taut 


15. [()Fx v (9Cx] > (Ex v Gx) 1-14, C.P. 
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El recíproco de este condicional, sin embargo, no es lógicamente 
verdadero. El recíproco afirma que si todo elemento es un F o un 
G entonces o todo es F o todo es G. El que este recíproco no es siem- 
pre verdadero puede verse al reemplazar “G” por “—F” ya que “(x) 
(Fx v —Fx)” es verdadero para cualquier predicado “F” mientras 
que hay pocos predicados para los cuales se tiene “(x)Fx v (x)-—Fx”. 
Otra verdad lógica condicional en la forma es 


(dx(Px-Gx) > [By Ena 


Su demostración es totalmente directa y se deja como un ejercicio. 
Que su recíproca no es verdadera, en general, puede verse nueva- 
mente al reemplazar “G” por “—F”, Para la mayoría de los predicados 
“F” la proposición “(31x)Fx + (3x)-—Fax” es verdadera (es decir, “algo 
es redondo y algo no es redondo”), pero para cualquier “F” la propo- 
sición “(3Ix)(Fx- Fx)” es lógicamente falsa, 

Ya se ha visto que las funciones proposicionales »ueden contener 
proposiciones y/u otras funciones proposicionale: .omo componen- 
tes. Ejemplos de funciones proposicionales seme ..untes son 


Fx: Ga, Fx y Fy, Gy v (2) Hz, Gto O F-. 


Cuando funciones proposicionales tales comu éstas se cuantifican 
para obtener 


(x)[Ex: Ga], (1)[Fx v Fy), (dy) [Cy v (Hz), (]Gto > Fz], ... 


tenemos proposiciones y/o funciones proposicionales que están den- 
tro de los alcances de los cuantificadores, aunque los cuantifica- 
dores no tienen un efecto real sobre estas expresiones. Cuando un 
cuantificador respecto a una variable dada es prefijado a una expre- 
sión, su único efecto es el de ligar ocurrencias previamente libres 
de esa variable. En las expresiones antes escritas, las proposiciones 
“Ga” y “(z)H7” y las funciones proposicionales “Fy” y “Gw”, aunque 
se encuentran dentro de los alcances de los cuantificadores “(x)”, 
“(3YY, “(x)Y y “(2)” respectivamente, no están realmente afec- 
tadas por ellos. En dondequiera que se tenga una expresión que 
contiene un cuantificador sobre la variable y y dentro de cuyo alcance 
se encuentra o una proposición o una función proposicional que no 
contiene ocurrencias libres de y, la expresión total es lógicamente 
equivalente a otra expresión en la que el alcance del cuantificador 
sobre « no se extiende sobre esta proposición o función proposicional. 
Un ejemplo o dos aclararán esta cuestión. En lo que sigue, sea “Q” 
o una proposición o una función proposicional que no contiene ocu- 
rrencias libres de la variable “x” y sea “Fx” una función proposicional 
que al menos contiene una ocurrencia libre de la variable “x”. Nues- 
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tra primera equivalencia lógica es aquí entre la cuantificación uni- 
versal de “Fx -Q” y la conjunción de la cuantificación universal de 
“Fx” con “Q” que más brevemente se expresa como 


(DEX Q) = [(5F-Q] 


La demostración de esta equivalencia se puede escribir como 


1. l. (x)Fx"Q 

2. 1, UI 2. (x)Fx 1, Simp. 

3. 2, Simp. 3. Fx 2, UI 

4, 3, UG 4 Q 1, Simp. 

5. 2, Simp. 5. FxQ 3, 4, Conj. 

6. ( 4, 5, Conj. 6. (x(Fx*O0) 5, UG 

7 (NEO) > ()Fr-Q] 7. [()Fx:0] > (J(Ex-0) 
1-6, C.P. 1-6, C.P. 


Otra equivalencia lógica también existe entre la cuantificación 
universal de “Q > Fx” y el enunciado condicional cuyo antecedente 
es “Q” y cuyo consecuente es la cuantificación universal de “Fa”. La 
primera afirma que dado cualquier individuo x, Q implica que x 
tiene F y es equivalente a Q implica que dado cualquier individuo 
x, x tiene F. Nuestra expresión simbólica de esta equivalencia es 


(XQ DF) =[0 > (4)Fx] 


Su demostración se construye fácilmente: 


LL (0 > Ex) 1. Q)> (Fx 
2. ODFx 1, UL 2. 
3. Q (x)Fx 1, 2, MP. 
4. Fx 2, 3, M.P. 4. Fx 3, UL 
()Fx 4, UG 5. QIFx 2-4, C.P. 
6. QI()Fr  3-5,C.P. 6. (MODFX 5,UG 
T (MOD FN 7. [0 > (9Fx] > 
[0 > (HFx] 1-6, C.P. (XQ > Fx) 1-6, C.P. 


El mismo esquema de equivalencia se tiene para la cuantificación 
existencial de “Q > Fx” y el enunciado condicional “Q > (3x)Fx 
El primero asegura que al menos hay un individuo x tal que Q im- 
plica que x tiene F y es equivalente a Q implica que cuando menos 
hay un individuo x tal que x tiene F que es lo afirmado por el se- 
gundo. Su demostración se construye muy fácilmente, y queda como 
ejercicio, 

Sin embargo, el esquema de equivalencia es diferente cuando 
“Q” ocurre como consecuente y no como antecedente. Aunque la 
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cuantificación universal de “Fx > Q” implica “(x)Fx >Q” no es 
implicada por la última. Hay una equivalencia, sin embargo, entre 
dado cualquier x, si x tiene F entonces Q y si hay cuando menos 
un x tal que x tiene F, entonces Q, que se estableció informalmente 
en el párrafo 4 de este capítulo y se expresa simbólicamente como 


(Fx > Q) = [(d9Fx > Q] 
Y aunque la cuantificación existencial de “Fx > Q” está implicada 
por “(3x)Fx > Q”, no implica la última, Hay una equivalencia, sin 
embargo, entre hay cuando menos un x tal que si x tiene F entonces 


Q y si dado cualquier x, x tiene F entonces Q que se expresa simbó- 
licamente como 


xx > O) = [Fx > Q] 


Esta equivalencia lógica proporciona un método alternativo para 
simbolizar una de las proposiciones discutidas en la Sec, 4.4: 


Si algo está mal en la casa, entonces todos en la casa se quejan. 
La traducción dada ahí se abrevia a 
(dx) Wx > (yPy > Cy) 
que como acabamos de observar es lógicamente equivalente a 
(y [Wx > (y(Py > Cy)] 


Concluiremos nuestra discusión de las proposiciones lógicamente 
verdaderas que involucran cuantificadores dirigiendo nuestra aten- 
ción a cuatro proposiciones lógicamente verdaderas que no son 
equivalencias ni condicionales, Corresponden en cierto sentido a 
nuestras reglas de cuantificación: 


1. (wiFx> Fy] 
(iy > (Fx] 
(3y)[Fy > (x)Fx] 
(3y)|[(x)Fx > Fy] 


ana 


La primera de éstas corresponde a UI al decir, como de hecho dice, 
que dado cualquier individuo y si cualquier individuo tiene el atri- 
buto F entonces y lo tiene. Su demostración es casi trivialmente ob- 
via y procede como a continuación: 


1. (Fx 

2, Fx ], UI 

3. (FO Fz 1-2, C.P. 
4. (y)[(x)Fx > Fy] 3, UG 
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La segunda corresponde a EG al afirmar que si cualquier individuo 
dado y tiene el atributo F entonces algo tiene F. La tercera y la 
cuarta correspondientes a UG y El no son tan obvias de forma inme- 
diata, pero son lógicamente verdaderas y se demuestran con mucha 
facilidad. Puede darse una explicación intuitiva por referencia al 
general y estadista ateniense Arístides, con frecuencia llamado “El 
justo”. Tan sobresaliente era Arístides por su rectitud que los ate- 
nienses adoptaron el dicho: 


Si alguien es justo, Arístides es justo. 


Con respecto a cualquier atributo, siempre hay un individuo y 
tal que si cualquier cosa tiene el atributo, y lo tiene. Eso es lo afir- 
mado por la cuarta proposición de antes que corresponde a El. El 
asunto puede describirse de otra manera. Si nos ocupamos no del 
atributo de ser justo sino de su inverso, el atributo de ser corruptible, 
entonces el sentido del primer dicho ateniense también se expresa 


Si Arístides es corruptible, entonces cualquiera es corruptible. 


Generalizando otra vez, podemos observar que respecto a cualquier 
atributo siempre hay algún individuo y tal que si y tiene ese atri- 
buto todo tiene ese atributo, Esto es lo que se afirma en la tercera 
proposición de antes que corresponde a UG. Su demostración pro- 
cede como: 


L —(AYLFY > (9Fx] 

2. (y)=lFy > (9Fx] 1, QN 

3. —[Fy > (0Fx] 2, UI 

4. Fy: (x)Fx 3, Impl. 

5. Fy 4, Simp. 

6. (Fx 5, UG 

T. (Fx (Ay [Ey > (0Fx] 6, Ad. 
(Fx 4, Simp. 


AylFy > (NFx] 7, 8, D.S. 
10... Ag lFy > (09Fx] > (AIYNFy > (a)Fx] 1-9, C.P. 
1. (yy > (DFxX] v(Ag[Fy > (9EX] 10, Impl., D.N. 
12. (39 [Fy > (9Fx] 11, Taut. 


Aunque no lo demostraremos sino en el Cap. 9, los métodos de de- 
mostración hasta ahora construidos (técnicas para la “Deducción 
Natural”, como a veces se les Hama) permiten la demostración de 
todas las proposiciones lógicamente verdaderas formadas mediante 
conectivos de función de verdad y la cuantificación de variables 
individuales. También se demostrará que solamente las proposicio- 
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nes que son lógicamente verdaderas se pueden demostrar con estas 
técnicas, 


EJERCICIOS 


Construir demostraciones para las siguientes en donde Q es o una propo- 
sición o una función proposicional sin ocurrencias libres de la variable “x”: 


1. (Fx > O) = [(Ex)Fx > Q] 


. BF Go > [IF (3x)Cx] 
(Fx Gx O [(09Fx > (1Gx] 
. [ENFx > GGx] > (a(Fx O Gx) 


DO > Fn=[0 > (39Fx] 


6. (I1(Fx-Q) = [E)Fx Q] 


( 

( 

( 

[ 

(3 

( 

- (1 (Ex v O) = [Fx y Q) 

. Bn Px v O) = (EG9Fx v Q] 

. EBn(Fx O O) =[(MFx > Q) 
( 
(3 
[ 
(x 
(x 
( 


y)[Fy > (3x1)Fx] 
YU(xFx > Fy] 


. [ADE y (39C1] = (Ja) Ex y Gx) 


Ay Gy) = (INF Gy) 
xTylFx y Gy) = (IykakEx y Gy) 


- (IyKFz > Cy) > [()Fx > (Iy)Gy] 


La Lógica de las 
Relaciones 


5.1. Simbolos para las Relaciones 


Algunas proposiciones que contienen dos o más nombres propios 
(de individuos) correctamente se entienden como compuestos de 
función de verdad de proposiciones singulares con diferentes térmi- 
nos sujetos. Por ejemplo, la proposición 


Lincoln y Grant fueron presidentes. 


se comprende correctamente como la conjunción de las dos propo- 
siciones singulares 


Lincoln fue un presidente y Grant fue un presidente. 


Pero para algunas otras proposiciones que tienen el mismo esquema 
verbal ese análisis es enteramente insatisfactorio. Así, la proposición 


Lincoln y Grant eran amigos. 


definitivamente no es una conjunción o cualquier otra función de ver- 
dad de 


Lincoln era amigo y Grant era amigo* 


Por el contrario, al dividiw la proposición de esta manera se des- 
truye su significación, puesto que lo que quiere decir no es que 
ambos Lincoln y Grant fuesen amigos sino que eran amigos el uno 
del otro. La proposición dada no asevera que Lincoln y Grant tuvie- 
sen ambos un cierto atributo sino que estaban en cierta relación. 
No se dice simplemente que Lincoln fuese amigo (signifique esto 
lo que signifique), sino que era amigo de Grant. Otras proposicio- 
nes que expresan relaciones entre dos individuos son 
Juan ama a María, 
Platón fue un estudiante de Sócrates. 


* En el original, “were acquaínted” r dein “se conocían”. En la forma traducida es 
más claro el ejemplo aunque no históricamente verdadero. (N. del T.)> 
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Isaac era un hijo de Abraham. 
Nueva York está al oriente de Chicago, 
Chicago es más pequeño que Nueva York. 


Relaciones como éstas que pueden darse entre dos individuos son 
llamadas binarias o diádicas. Otras relaciones pueden relacionar 
tres o más individuos, Por ejemplo las proposiciones 


Detroit está entre Nueva York y Chicago. 
Elena presentó a Juan, a María. 
Norteamérica le ganó las Filipinas a España. 


expresan relaciones ternarias o triádicas, mientras que las propo- 
siciones siguientes expresan relaciones cuaternarias o tetrádicas: 


Estados Unidos compró Alaska a Rusia por 7 millones de dólares. 
Juan trocó su vaca al traficante por un puñado de habas. 
Alberto, Guillermo, Carlos y Ricardo jugaron bridge juntos. 


Las relaciones entran en los argumentos de varias maneras. Un 
ejemplo de un argumento relacional es 


Alberto es mayor que Guillermo. 
Guillermo es mayor que Carlos. 


Por lo tanto, Alberto es mayor que Carlos. 
Un ejemplo un tanto más complicado que involucra la cuantifica- 
ción es 

A Elena le gusta David. 


cualquiera A que le guste. David le gusta Tomás. 
A Elena sólo le gustan los hombres bien parecidos. 


Por lo tanto, Tomás es un hombre bien parecido. 


Una inferencia aún un poco más compleja que involucra cuantifi- 
cación múltiple es la siguiente: 


Todos los caballos son animales. 
Por lo tanto, la cabeza de un caballo es la cabeza de un animal. 


Esta última es una inferencia válida que, como observó De Morgan, 
no podría hacerse con toda la lógica aristotélica. Hacerla válida con 
nuestra herramienta de cuantificadores y funciones proposicionales 
es lo que nos proponemos en la sección siguiente. 

Antes de discutir demostraciones de validez para argumentos 
relacionales (que no requerirán más métodos de demostración que 
los que desarrollamos en el capítulo precedente) debemos tratar el 
problema de simbolizar las proposiciones relacionales. Así como un 
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símbolo de predicado puede ocurrir en diferentes proposiciones, tam- 
bién un solo símbolo de relación puede ocurrir en diferentes propo- 
siciones. Así como tenemos el predicado “humano” común a las 
proposiciones: 


Aristóteles es humano. 
Platón es humano. 
Sócrates es humano. 


así también tenemos la palabra de relación “enseñó” común a las 
proposiciones 


Sócrates enseñó a Platón. 
Platón enseñó a Aristóteles. 


Y así como consideramos las tres proposiciones sujeto-predicado como 
instancias de sustitución diferentes de la función proposicional “x es 
humano”, así también podemos considerar las dos proposiciones 
relacionales como instancias diferentes de sustitución de la función 
proposicional “x enseñó a y”. Reemplazando la variable “x” por la 
constante “Sócrates” y la variable “y” por la constante “Platón” obte- 
nemos la primera proposición; reemplazando la “x” por “Platón” y la 
“y” por “Aristóteles” nos da la segunda. El orden del reemplazo es de 


mucha importancia aquí: si “x” se reemplaza por “Aristóteles” y “y 
por “Platón”, el resultado es la proposición falsa 


Aristóteles enseñó a Platón. 


Así como una función proposicional de una variable tal como 
“a es humano” se abreviaba “Hx”, así también una función propo- 
sicional de dos variables tal como “x enseñó a y” se abrevia “Exy”. 
De manera semejante, la función proposicional “x está entre y y 2” 
se abreviará “Bxyz”, y la función proposicional “x cambió y a z por 
w” se abreviará “Txyzw”. Nuestro primer ejemplo de un argumento 
relacional no involucra cuantificadores y se simboliza muy fácil- 
mente. Usando las constantes individuales a, b y c para denotar 
Alberto, Guillermo y Carlos y la expresión “Mxy” para abreviar “x 
es mayor que y” tenemos 


Mab 
Mbc 
*. Mac 


Nuestro segundo argumento no es mucho más difícil, pues ninguna 
de sus proposiciones contiene más de un solo cuantificador. Usando 
las constantes individuales “h”, “d” y “t” para denotar Helen, David 
y Tomás, respectivamente, “Gx” para abreviar “x es un hombre bien 
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parecido” y el símbolo “Lxy” para abreviar “a x le gusta y”, el argu- 
mento se puede simbolizar como 


1. Ehd 
2. (xlLad > Ext) 
3. (A(Lhx D Gx) 
"Gt 
Una demostración de su validez se construye con tanta facilidad 


que podemos escribirla de una vez. Refiriéndonos a las premisas 
numeradas anteriormente la dernostración procede como: 


4. Ehd>Iht 2, Ul 
5. Lht 4, 1, M.P. 
6. EhtIGt  3,Ul 
7 Gt 6,5, M.P. 


Simbolizar las proposiciones relacionales se hace más com: 
plicado cuando son varios los cuantificadores que ocurren en una 
proposición. Nuestra discusión del problema se verá simplificada 
limitando nuestras consideraciones para empezar a las dos constan- 
tes individuales “a” y “b” y la función proposicional “x atrae y” que 
se abrevia “Axy”, Los dos enunciados “a atrae b” y “b es atraído 
por a” tienen obviamente el mismo significado, el primero expre- 
sando el significado con el uso de una voz activa, y el segundo con 
el uso de una voz pasiva. Ambos enunciados se traducen directa- 
mente en la única fórmula “Aab”. De manera semejante, los dos 
enunciados “b atrae a” y “a es atraído por b” se simbolizan ambos 
por la fórmula “Aba”, Estas dos diferentes instancias de sustitución 
de “Axy” son lógicamente independientes entre sí, pues una puede 
ser verdadera sin acarrear la verdad de la otra, 

Estamos todavía en un terreno elemental y bien conocido cuando 
simbolizamos 


“a atrae todo” 
“todo es atraído por a 


a Jeomo “(x)Aax”, 


“a atrae algo” 


«€ xr, 
“algo es atraído por a como “(3x)4a 


“todo atrae a” 


“a es atraído por Pe a id 


“algo atrae a” 


“a es atraído por E O as 
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Pero el problema de simbolizar se hace más complejo cuando deja- 
mos por completo de usar las constantes individuales y consideramos 
proposiciones relacionales que son completamente generales. Las 
más simples proposiciones de esta clase son 


. Todo atrae todo. 

Todo es atraído por todo. 

. Algo atrae algo. 

Algo es atraído por algo. 

Nada atrae cosa alguna. 

. Nada es atraído por cosa alguna. 


DOoRAwNn 


que se simbolizan con las fórmulas: 


(A(y)Azxy 
(ylx)Axy 
(I0Ay)Axy 
(Ay AxAxy 
(xy) —Axy 
(yx) -Azxy 


En sus formulaciones en el lenguaje español las proposiciones 1 y 2 
son claramente equivalentes entre sí, como lo son 3 y 4 y 5 y 6. Las 
dos primeras equivalencias fácilmente se establecen para las tra- 
ducciones simbólicas correspondientes: 


DU ps 


1. (AYNAxy l. AEAyAxy 
2. (yAwy 1, Ul 2. 
3. Awo 2, Ul 3. 
4. (xjAxv 3, UG 4. 3, EG 
5. (9wbAxy 4, UG 5. AyGEdAxy 4,EG 
6. (D(yAxy > (yY(iDAxy 6. (Iy(IvyAxy 2,3-5, El 
1-5, C.P. Tel 1,2-6, El 
8. (ANIYAxy > (IyAIX)Axy 
1-7, C.P. 


Estas demuestran la verdad lógica de los condicionales más que de 
las equivalencias, pero sus inversos se pueden establecer siguiendo 
el mismo esquema de argumento. (La equivalencia entre las Fórmu- 
las 5 y 6 claramente se establece siguiendo el mismo modelo de 
argumento que demuestra la equivalencia entre 1 y 2.) 


Cuando consideramos los 2 siguientes enunciados 


7. Todo atrae algo. 
8. Algo es atraído por todo. 
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no hay ya equivalencia lógica o el mismo significado. La oración 7 no 
es enteramente libre de ambigiedad y en algunos contextos ex- 
cepcionales podría alterarse su significado, pero su interpretación 
más natural no €s que hay una cosa que es atraída por todas las 
cosas, sino que todo atrae una cosa u otra, La simbolizamos por 
sucesivas paráfrasis escribiendo primero 


(x)(x atrae algo) 


y entonces simbolizando la expresión “x atrae algo” del mismo modo 
en que simbolizamos “a atrae algo”.* Esto nos da la fórmula 


7. ()AyAxy 


La oración 8 también es susceptible de interpretaciones alternativas 
una de las cuales la haría sinónima de la oración 7 significando 
que una u otra Cosa es atraída por una cosa (dada). Pero una ma- 
nera perfectamente directa de entender la oración 8 es tomarla como 
aseveración de que alguna cosa es atraída por todas las cosas. Tam- 
bién se le simboliza paso a paso escribiendo primero 


(34 My es atraído por todas las cosas) 


y entonces simbolizando la expresión “y es atraído por todo” del 
mismo modo que simbolizamos “a es atraído por todo”. Esto nos 
da la fórmula 


8. (INiJAxy 


Hay cierta semejanza equívoca entre las Fórmulas 7 y 8. Ambas 
consisten en una función proposicional, “Axy”, a la que se aplica un 
cuantificador universal con respecto a “x” y un cuantificador exis- 
tencial con respecto a “y”. Pero el orden en el que los cuantificadores 
están escritos es diferente en cada caso, y eso hace un mundo de 
diferencia entre sus significados. La Fórmula 7 en la que el cuanti- 
ficador universal se presenta primero afirma que dada cualquier 
cosa hay alguna u otra cosa que la cosa dada atrae. Pero la Fórmula 8 
en que el cuantificador existencial viene primero afirma que hay 
cierta cosa tal que cada cosa la atrae. Si 2 cuantificadores se aplican 
sucesivamente a una función proposicional y si ambos son univer- 
sales o ambos existenciales su orden no importa como se muestra 
con la equivalencia de las Fórmulas 1 y 2, 3 y 4, y 5 y 6. Pero si un 
cuantificador es universal y el otro existencial, el orden de genera- 
lización o cuantificación es de gran importancia. 

Aunque las Fórmulas 7 y 8 no son equivalentes, no son indeper- 
dientes. La primera es válidamente deducible de la segunda. La de- 
mostración es fácil como se ve a continuación: 
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L. (IyidAxy 

2. (xJAxww 

3. Auv 2, Ul 

4. (Jy)Auy  3,EG 

5. (dy)Auy 1, 2-4, El 


6. (1(y)Axy 5, UG 


Pero la inferencia es válida solamente en una dirección. Todo intento 
de deducir la Fórmula 8 a partir de la 7 inevitablemente violará 
una de las restricciones impuestas a UG. El argumento 


(1AyAxy 

(JyX)Axy 
fácilmente se demuestra que es inválido por el método de la Sec. 4.3. 
Para un modelo que sólo contenga los 2 individuos a y b, el argu- 
mento dado es lógicamente equivalente al argumento de función 
de verdad 


(Ana v Aab) (Aba v Abb) 
.. (Aaa: Aba) v (Aab: Abb) 


que se demuestra que es inválido asignándole el valor T a “Aaa” y 
“Abb” y el valor F a “Aab” y “Aba”. 

Un par semejante de proposiciones no equivalentes puede escri- 
birse como 


9. Todo es atraído por algo. 
10. Algo atrae todo, 


Estas claramente son no equivalentes cuando el “algo” de 9 que 
viene al final se entiende como “una u otra cosa” y el algo en 10 
que viene al principio se entiende como “una cierta cosa”. Se les 
simboliza como 


9. (yk InAxy 
10. (N(yAxy 


Las proposiciones relacionales a veces se formulan como si fue- 
ran simples aseveraciones sujeto-predicado. Por ejemplo, “a* fue 
golpeado” tiene como interpretación más plausible que “algo golpeó 
a a”. Estas ocurrencias implícitas de relaciones frecuentemente se 
señalan usando la voz pasiva de un verbo transitivo, Nuestra sim- 
bolización de proposiciones que contienen relaciones implícitas de- 
biera guiarse por la consideración del uso al que se destinan. Nuestro 
propósito al simbolizar argumentos es el de ponerlos en una forma 
conveniente para probar su validez. Nuestro objeto, por lo tanto, 
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con respecto a un argumento dado, no es el de proporcionar un aná- 
lisis teórico completo sino proporcionar un análisis suficientemente 
completo para el propósito en cuestión —probar la validez—. En 
consecuencia, algunas relaciones implícitas pueden dejarse implí- 
citas mientras que otras requieren un análisis mayor, como quedará 
claro en un ejemplo. Considerar el argumento 


Quienquiera que haya visitado el edificio fue observado. Cualquiera que 
haya observado a Andrews tendría que recordarle. Nadie recordó a 
Andrews. Por lo tanto, Andrews no visitó el edificio. 


La primera proposición de este argumento contiene dos relaciones, 
explícita la una, implícita la otra. Explícitamente tenemos la relación 
de alguien visitando el edificio. Es explícita porque se hace mención 
tanto del visitante como de lo que fue visitado por él. Implícitamente 
tenemos la relación de alguien observando a alguien, que queda 
implícita porque no se hace mención del alguien que observa —mar- 
cando la omisión por el uso de la voz pasiva—. Sin embargo, como 
la única otra ocurrencia de “x visitó el edificio” es también una 
unidad, en la conclusión, no necesíta tratarse como relación en abso- 
luto, sino que se le puede simbolizar como un simple predicado. Por 
otro lado, como “x observó a y”, a pesar de que su ocurrencia es 
meramente implícita en la primera premisa, se le debe explícita- 
mente simbolizar como una relación si se quiere demostrar la validez 
del argumento. Pues su segunda ocurrencia no es una simple repe- 
tición de la unidad original; en lugar de eso aparece como una rela- 
ción explícita con la primera variable cuantificada y la segunda 
reemplazada por el nombre propio “Andrews”. Usando “a” para deno- 
tar Andrews, “Va” para abreviar “x visitó el edificio”, “Oxy” para 
abreviar “x observó a y” y “Rxy” para abreviar “x recuerda a y”, una 
traducción simbólica y demostración de validez para el argumento 
dado se puede escribir como, 


—(IYNOya 7, QN 
Va > (3y)Oya 1, UI 
—Va 9,8, M.T. 


1. (9[Vx > (3y)0Oyx] 

2, (m[Oxa > Rxa] 

3. (1>-Rxra  /..—Va 

4. Oza > Rza 2, UI 

5. —Rza 3, UI 

6. —Oxza 4,5, M.T. 
7. (y)—Oya 6, UG 

8, 

9. 

0. 


7] 


Nuestra demostración de validez para este argumento no se hubiera 
mejorado en lo absoluto simbolizando “Andrews visitó el edificio” 
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como una instancia de sustitución de la proposición relacional “ax 
visitó y” en lugar de la más simple “Vx”. Pero nuestra demostración 
de validez dependía de nuestra manera de simbolizar “fue observado” 
explícitamente como una relación. 

Casi todos nuestros ejemplos anteriores eran ilustraciones de ge- 
neralidad ilimitada, en los que se aseguraba que toda cosa estaba en 
tal y cual relación, o algo lo estaba, o nada lo estaba. Muchas pro- 
posiciones relacionales no son tan “categóricas”. La mayoría de las 
aserciones son más modestas afirmando no que toda cosa está en tal 
y cual relación sino que toda cosa lo hace si satisface ciertas condi- 
ciones o restricciones. Así podemos decir que 


Todo es atraído por todos los imanes. 
o que 
Todo lo que sea de hierro es atraído por todos los imanes. 


La segunda es, desde luego, la más modesta de las dos afirmaciones 
siendo menos general que la primera. Mientras que la primera se 
simboliza adecuadamente como 


(y) [My > Aya] 
donde “Mx” abrevia “x es un imán”; la segunda se simboliza 
(x)[lx > (yiMy > Ayx] 
donde “Ix” abrevia “x está hecho de hierro”. Que esta traducción 


simbólica es correcta podemos verlo parafraseando la segunda pro- 
posición como, 


Dada cualquier cosa, en absoluto, si está hecha de hierro entonces es 
atraída por todos los imanes. 


Tal vez la mejor manera de traducir las proposiciones relacio- 
nales a nuestro simbolismo lógico es el proceso paso a paso que ya 
hemos ilustrado. Usémoslo nuevamente esta vez para proposiciones 
de generalidad limitada. Consideremos primero la proposición 


Cualquier buen aficionado puede vencer a algún profesional. 
Como primer paso escribimos 
(2)((x es un buen aficionado) > (x puede vencer a algún profesional)). 
A continuación el consecuente del condicional entre corchetes 
x puede vencer a algún profesional 
se simboliza como una generalización de la expresión cuantificada: 


(39[(y es un profesional) - (x puede vencer a y)] 
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Ahora, usando las abreviaciones obvias, “Gx”, “Px” y “Bxy” para 


” «“ 


“x es un buen aficionado”, “xa es un profesional” y “x puede vencer 
a y”, la proposición dada se simboliza mediante la fórmula 


(x)[Gx > (IykPy: Bxy)) 


Usando el mismo método de parafrasear por etapas podemos sim- 
bolizar 


Algunos profesionales pueden vencer a todos los aficionados. 
primeramente como 

(3x)[(x es un profesional): (x puede vencer a todos los aficionados)] 
luego como 


(3x)((x es un profesional) (y)[(y es aficionado) >) (x puede vencer 
a y)1). 


Y finalmente (usando abreviaciones) como 
(IN[Px (yiAy > Bxy)) 


El mismo método es aplicable en casos más complejos en los que 
se ve involucrada más de una relación. Podemos simbolizar la pro- 
posición 

Cualquiera que prometa todo a todos está seguro de decepcionar a alguien. 


la parafraseamos primeramente como 


(x0)([(x es una persona) - (x promete todo a todos )] 
> [x decepciona a alguien]; 


El segundo conyunto del antecedente 
x promete todo a todos 
puede parafrasearse primeramente como 
(y9)[(y es una persona) > (x promete todo a y)] 
y entonces como 
(y)(y es una persona) > (z)(x promete z a y)] 
El consecuente en nuestra primera paráfrasis 
x decepciona a alguien 


tiene su estructura más explícitamente revelada escribiéndola de 
nuevo como 


(3u)[(u es una persona) - (x decepciona a u)] 


Simbolos para las Relaciones 151 


La proposición original puede ahora reescribirse como 


(0) (((x es una persona) : (y)((y es una persona) 
> (z)(x promete z a y)]) > (J1u)[(u es una 
persona) : (x decepciona a u)]) 


Usando las abreviaciones obvias, “Px”, “Pxyz”, “Dxy” para “x es una 
persona”, “x promete y a 2” y “x decepciona a y”, la proposición 
puede expresarse de forma más compacta en la fórmula 


(O (Px-(ylPy > (Prey) > (HulkPu- Dxu)) 


Con la práctica, desde luego, no se hace necesario escribir todos estos 
pasos intermedios explícitamente. 

Las palabras de cuantificación tales como “quienquiera” se refie- 
ren a todas las personas y no a todas las cosas; y palabras de cuan- 
tificación tales como “alguien” se refieren a algunas personas y no a 
algunas cosas. Frecuentemente, es deseable representar esta refe- 
rencia en nuestro simbolismo, Pero hacerlo no siempre es necesario, 
si de lo que se trata es de evaluar argumentos que contienen a estas 
palabras y la elección de los símbolos se determina sobre la misma 
base sobre la que se decide si una cláusula o frase relacional ha de 
simbolizarse explícitamente como una relación o como un simple 
atributo. 

Las palabras “siempre”, “nunca” y “algunas veces” frecuentemente 
tienen un significado intemporal como en las proposiciones 


Los hombres buenos siempre tienen amigos. 
Los hombres malos nunca tienen amigos. 
Los hombres que no tienen esposa a veces tienen amigas. 


que se pueden simbolizar con las abreviaciones obvias, como 


(o [(Gx-Ma) > (3yFxy] 
(M[(Br- Mx) > —(Ay)Fxy] 
(Me: —(Iy(Wy: Hxy)] :(d2)Pxz) 


Sin embargo, algunos usos de estas palabras son definitivamente 
temporales, y cuando lo sean es posible simbolizarlas usando la 
maquinaria lógica ya disponible, así como se puede con otras pala- 
bras temporales tales como “mientras que”, “cuando”, “siempre que” 
y similares. Un ejemplo o dos debieran aclarar este asunto. La pro- 
posición 

Ricardo siempre escribe a Martha cuando están separados. 


afirma que todas las veces en que Ricardo y Martha se separan son 
veces en que Ricardo escribe a Martha. Esto se puede simbolizar 
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usando “Tx”para “x es un tiempo (o una vez)”, “Wxyz”, para “x es- 
cribe a y en el tiempo z” y “Sxyz” para simbolizar “x y y están sepa- 
rados en el tiempo 2”, de la forma 


(DLTx > [Sdjx > Wdjx]) 


Tal vez la ilustración más gráfica de la adaptabilidad de nuestra 
actual notación la tenemos al simbolizar la “siguiente observación, 
usualmente atribuida a Lincoln: 


Se puede engañar a alguna gente todo el tiempo, y a toda la gente parte 
del tiempo, pero no se puede engañar a toda la gente todo el tiempo. 


El primer conjunto: “se puede engañar a alguna gente todo el 
tiempo” es ambiguo. Se puede tomar como significado o que existe 
al menos una persona que siempre puede ser engañada o que para 
cualquier tiempo existe al menos una persona (u otra) que puede 
ser engañada en ese tiempo o esa vez. Adoptando la primera inter- 
pretación y usando Px para “x es una persona”, “Tx” para “x es un 
tiempo” y "Fxy” para “se puede engañar a x en (O durante) y” lo 
anterior se puede simbolizar como 


(Od[P(yXTy > Fxy)l(Iy)[Ty: (NP: > Fxy)l) + (ANETY: Pr: Fey] 


Probar los argumentos relacionales no presenta nuevos proble- 
mas una vez efectuada la traducción al simbolismo lógico. Esta 
parte es la más problemática de modo que proveemos un buen nú- 
mero de ejercicios para que el estudiante los haga antes de proseguir. 


EJERCICIOS 


L Usando el siguiente “vocabulario”, traducir cada una de las fórmulas 
dadas al lenguaje ordinario: 


Ax-x es plata Axy-x ayuda y 

Bx-x es dichoso Bxy-x pertenece a y 

Cx-x es una nube Bxyz-x pide prestado y a z 
Dxx es un perro Cxy-x puede ordenar a y 

Ex-x es humo Dxy-x es realizado en (o por) y 
Fx-x es fuego Exy-x trasquila a y, x rapa a y 
Gx-x es vidrio Fxy-x es justo con y 

Hx-x es una casa Gxy-x recolecta y 

Ixx está enfermo Hxy-x oye a y 

Jxx es trabajo Ixy-x vive en y 

Kx-x es un lino Jxy-x es compadre de y 

Lx-x es una oveja Kxy-x conoce a y 

Mx-x es musgo Lxy-x le gusta y 

Nx-x es bueno Mxy-x es el patrón de y 


Ox-x es un tonto Nxy-x pierde y 


mn. 
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Px-x es una persona Oxy-x es juzgado por y 
Qx-x es un lugar Pxyz-x echa a perder y a z 
Rx-x rueda Qxy-x le hace compañía a y 
Sxa-x es una piedra Rxy-x es como y 
Tx-x es un negocio Sxy-x dice y 
Ux-x es una casa Txy-x debiera lanzar y 
Vx-x es una mujer Tayz-x modera y a z 
Wa-x es viento Uxyx viene a y 
Xxx es un tiempo Vxy-x se aventura a y 
Yx-x es un día Waxy-x está en y 
Zx-x espera Xaxy-x es padre de y 
g-Dios 
Fórmulas 
1. (0[Dx > (Iy(Yy: Byx)) 


- (MAyYy(PyFxy) > (2(Pz > Fxz)] 


3. (x)[(Bx-Sx) > (ykMy > —Gxy)] 


. (A) LKPx:Axx) > (Agx)] 

. ()l(PrZx) > (yiUya)] 

. (9][Hx > (yKQy > —Ryx)] 

- (D[(Px-—Nxg) > (y) —Nay)) 

. (O[(Px: =Cxx) D (yk Py > —Cxy)] 
+ (1 X(Cx  (Iy)l(Ay: Xy)" Byx)) 

. ()(Px > (yNQxy > Oxy)] 


(Qr > [(AyXEy: Wyx) > (Axis: Wx)]) 


( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

(1) 

. (0 A[Px (y Ty D Jay] O (7: D Max) 
- (DMllPx (IylUGy* Uy)" lxy)) D (2S2 D —Txz)) 
- OLlPx(yiLxy > a (d3(Hxz" —Lrz)) 
. (DAX Wx-(yw[Py D —(ANZ"*Pxzy))]] > Ex) 
. (1)[[Px (y Vxy)) a a (—Gxz)) 

- ()(Vx > (y)[Xy > (Ads Bzx)- —Day);) 

- (O(lEx (AyiPy* Eyx)] > (2 [Wz > Tgzx)) 
(AP 9 EylPy A2Bary)]) 

. (1 Px D (Ay) [Py (32 —Bxzy))) 

+ (x)(Px > (Py > (2 —Bxay)l) 

- ()(Px > (y)lPy > (32l—Brzy)) 

- (9[(Ve- Dx) > (yNLxy > Myx)] 

-()[Px > (BykPy*Xya)]-(Ju)[Pus(o (Po > —Xuo)] 
KIO (y (Py: Wyo*(2—Kyz] > By)] > 
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(09i[(Pu: Wux):(0)(Kuv)] > 01)) 


Simbolizar las siguientes oraciones usando en cada caso los símbolos 
indicados: 


*1. Los hombres muertos no cuentan cuentos. (Dx: x está muerto. 


Mx: x es un hombre. Tx: x es un cuento. Txy: x Cuenta y.) 
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2. 


*5, 


*10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


*15. 


16, 


17. 


18. 


Un abogado que aboga por su propio caso tiene a un tonto como 
cliente. (Ax: x es un abogado, Tx: x es un tonto. Axy: x aboga por 
el caso de y. Cay: x es un cliente de y.) 


. Un león muerto es más peligroso que un perro vivo, (Lx: x es un 


león. Vx: x está vivo. Px: x es un perro. Pxy: x es más peligro- 
so que y.) 


. Difícilmente miente una cabeza que porta corona. (Mx: x miente 


difícilmente. Cx: x es una cabeza. Dx: x es una corona. Pxy: 
x porta y.) 

Cada rosa tiene su espina. (Rx: x es una rosa, Tx: x es una espina. 
Hxy: x tiene y.) 


. Cualquiera que consulte a un siquiatra debiera hacerse examinar de 


la cabeza. (Px: x es una persona. Sa: x es un siquiatra. Dx: x debiera 
hacerse examinar de la cabeza. Cxy: x consulta a y.) 


. Nadie aprende nada si no se lo enseña a sí mismo. (Px: x es una 


persona. Axy: x aprende y. Exyz: xa le enseña y a 2.) 


. Dalila llevaba un anillo en cada dedo, y tenía un dedo dentro de 


cada pastel. (d: Dalila. Ax: x es un anillo, Dxy: x es un dedo de y. 
Exy: x está en y. Px: x es un pastel. Ixy: x está dentro de y.) 


. Cualquier hombre que odia a los niños y a los perros no puede ser 


completamente malo. (Hx: x es un hombre. Nx: x es un niño, Px: 
x es un perro. Mx:.x es completamente malo. Oxy: x odia a y.) 
Cualquiera que logre algo será la envidia de todos. (Px: x es una 
persona. Axy: x logra y. Exy: x envidia a y.) 

Para pescar algún pez hay que tener alguna camada, (Px: x es una 
persona. Fx: x es un pez. Cx: x es una carnada. Pxy: x pesca y. Txy: 
x tiene y.) 

Todo estudiante hace algunos problemas pero ningún estudiante hace 
todos los problemas. (Ex: x es un estudiante. Px: x es un problema. 
Hxy: x hace y.) 

Todo concursante que conteste todas las preguntas que se le hagan 
ganará cualquier premio que elija. (Cx: x es un concursante. Qx: x 
es una pregunta. Px: x es un premio. Cxy: x contesta y. Hxy: x se 
le hace a y. Gay: x gana y. Exy: x elige y.) 

Todo hijo tiene un padre, pero no todo padre tiene un hijo. (Px: x 
es una persona, Hx: x es un hombre. Pxy: x es padre de y.) 

Una persona mantiene un estorbo si tiene un perro que le ladra a 
cualquiera que visite a su dueño. (Px: x es una persona, Nx: x es 
un estorbo. May: x mantiene y. Dx: x es un perro. Bxy: x ladra a y. 
Vxy: x visita y. Hxy: x tiene y.) 

Un doctor que trata un paciente sin enfermedad no tiene escrúpulos. 
(Dx: x es un doctor. Ex: x es un escrúpulo. Hxy: x tiene y. Px: x 
es un paciente. Fx: x es una enfermedad. Tay: x trata a y.) 

Un doctor que trata a una persona que tiene todas las enfermedades 
tiene un trabajo que nadie le envidiaría. (Dx: x es un doctor. Px: x 
es una persona. Txy: x trata a y. Ex: x es una enfermedad. Hxy: 
x tiene y. Tx: x es un trabajo. Exyz: x le envidia a y su 2.) 

Si un granjero sólo cría gallinas ninguna de ellas pondrá huevos que 
valga la pena irrcubar. (Gx: x es un granjero. Cxy: x cría y. Áx: x 
es una gallina. Hx: x es un huevo Pxy: x pone y. Vx: vale la pena 
incubar x.) 
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Al simbolizar las siguientes, usar solamente las abreviaciones: Px: x es 
una persona. Tx: x es una tienda, Cxyz: x compra y en z. 


19. 
*20. 
21. 
22. 
23. 
24. 
*25. 


Todos compran algo en una (u otra) tienda. 

Hay una tienda en la que cada cual compra una (u otra) cosa. 
Algunas personas hacen todas sus compras en una sola tienda. 
Nadie compra todas sus cosas en una sola tienda. 

Nadie compra cosas en todas las tiendas. 

Ninguna tienda tiene a todos como clientes. 

Ninguna tienda hace todas sus ventas a una sola persona. 


Al simbolizar las siguientes, usar solamente las abreviaciones: Bx: xw es 
una beneficencia; Dx: x es dinero; Px: x es una persona; Pxy: x pertenece 
a Y; Dxyz: x hace la donación de y a z. 


26. 
27. 
28. 


*40, 


Nadie hace donaciones a todas las beneficencias. 
Nadie dona dinero a todas las beneficencias. 
Nadie hace donación de todo su dinero a beneficencias. 


. Nadie hace donación de todo su dinero a una sola beneficencia. 
« Nadie hace donación de todas sus pertenencias a una sola beneficencia. 


este ejercicio, el número 35 y el 40, usar las abrevlaciones Cx, Mx, 
y Dxyz para confrontar las respuestas al final del libro). 


. Nadie hace todas sus donaciones a una sola beneficencia. 

. Ninguna beneficencia recibe todo su dinero de una sola persona. 

. Ninguna beneficencia recibe todo el dinero de una sola persona. 

. Ninguna beneficiencia recibe todas las donaciones de una sola persona. 
. Ninguna beneficencia recibe todas las donaciones de un solo donante. 
. Ninguna beneficencia recibe solamente donaciones en dinero. 

. Alguien da dinero a las beneficencias. 

. Alguien da todo su dinero a las beneficencias. 

. Cuando menos una persona hace donación de todas sus pertenencias 


a una sola beneficencia. 


Cuando menos una persona hace todas sus donaciones a una sola 
beneficencia. 


. Algunas beneficencias reciben donaclones de todas las personas. 

. Algunas beneficencias reciben donaciones de cada donante. 

. Algunas donaciones no son hechas a beneficencias. 

. Algunos donantes hacen donaciones a todas las beneficencias. 

. Cada beneficencia recibe donaciones de cuando menos un donante. 


MM. Simbolizar cada una de las siguientes: 


*1. 


El que derramare sangre de hombre, por el hombre su sangre será 
derramada. (Génesis 9:6) 

Su mano será contra todos y la mano de todos contra él. (Géne- 
sis 16:12) 

El Sol no te fatigará de día ni la Luna de noche. (Salmo 121:6) 

El hijo sabio alegra al padre. (Proverbios 10:1) 


. El que detiene el castigo a su hijo, lo aborrece. (Proverbios 13:24) 


El que toma prestado es siervo del que presta (Proverbios 22:7) 
El que cava foso caerá en él, y al que revuelve la piedra, sobre él 
le volverá. (Proverbios 26:27) 
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8. Los padres comieron las uvas agrias y los dientes de los hijos tienen 
la dentera. (Ezequiel 18:2) 

9. Los zorros tienen guaridas y las aves del cielo nidos; mas el Hijo del 
Hombre no tuvo donde recostar su cabeza. (Mateo 8:20) 

10. .no hago el bien que quiero. sino el mal que no quiero, eso hago. 
(Romanos 7:19) 


5.2. Argumentos que Involucran Relaciones 


No hay necesidad de introducir nuevos principios para tratar 
los argumentos relacionales. La lista original de diecinueve Reglas 
de Inferencia junto con el método reforzado de Demostración Con- 
dicional y nuestras reglas de cuantificación, además de la Negación 
de Cuantificador nos permiten (teniendo el ingenio suficiente) cons- 
truir una demostración formal de validez para cada argumento vá- 
lido en el que solamente variables individuales son cuantificadas 
y sólo se presentan conectivos de función de verdad. 

Sin embargo, es aconsejable hacer un cierto cambio en la técnica 
al trabajar con argumentos que involucran relaciones. En la mayor 
parte de nuestras demostraciones ilustrativas anteriores se usaban 
UI y El para instanciar con respecto a una variable diferente de 
cualquiera de las cuantificadas en la premisa, y UG y EG se usaban 
para cuantificar con respecto a una variable diferente de las que 
ocurriesen libremente en la premisa, Nuestras inferencias eran en 
su mayor parte de las formas: 


(31)Fx 
()Fx Fy Fx Fy 
.Fy? ; " y) Fy (Aw)Fw 
cp 


Pero nuestra enunciación de las reglas de cuantificación no re- 
quiere que y y » sean variables diferentes; bien pueden ser la misma, 
Y globalmente es más simple (siempre que sea legítimo) instanciar 
con respecto a la misma variable que ha sido cuantificada y cuanti- 
ficar con respecto a la misma variable que ocurriese libre en la 
premisa, Así, las inferencias anteriores pueden también tomar al- 
guna de las formas siguientes: 


Ax 


(yr PE Fx Fy 
¿Fx? p "(Fx 7. (Ay Ey 


Pp 
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En esta forma se lleva a cabo la instanciación por simple retiro de 
un cuantificador y la generalización se lleva a cabo simplemente 
agregando un cuantificador. Desde luego que nuestras restricciones 
sobre las reglas de cuantificación deberán seguir vigentes y obser- 
vadas. Por ejemplo, en donde se tengan dos premisas “(3x)Fx” y 
“(3x) — Fx”, podemos instanciar con respecto a una simplemente 
quitando el cuantificador, pero cuando se haya hecho eso, si El se 
usa más adelante en el otro, se debe utilizar una nueva variable en 
lugar de “x”, pues esta última habrá tenido ya una ocurrencia libre 
en la demostración que se construye. Desde luego, estamos en per- 
fecta libertad de usar UI para instanciar con respecto a cualquier 
variable o constante que elijamos. Las observaciones precedentes 
se pueden ilustrar construyendo una demostración de validez para el 


argumento. 
Existe un hombre que todos desprecian. 
Por lo tanto, existe al menos un hombre que se desprecia a sí mismo. 


Su traducción simbólica y demostración usando “Mx” y “Dxy” para 
abreviar “x es un hombre” y “x desprecia a y” se puede escribir 
como sigue: 


(Bx(Mx* Dxx) 7, EG 
(Bx(Mx: Dxx) 1, 2-8, El 


1. (Íx9[Mx*(y(My > Dyxo] /.'. (Íx(Mx* Dax) 
2. Mx(yNMy > Dyx) 

3. (yw¡My > Dyx) 2, Simp. 

4. MxDDx 3, UI 

5. Mx 2, Simp. 

6. Dxrx 4, 5, M.P. 

7. Mx*Dxx 5, 6, Conj. 

8. 

9. 


En la demostración precedente la única utilización de una regla de 
cuantificación acompañada por un cambio de variable fue la de UI 
al pasar del renglón 3 al renglón 4 que se efectúa porque necesitá- 
bamos la expresión “Dxx” así obtenida. 

Otra demostración formal sirve para establecer la validez del 
tercer modelo de argumento enunciado al principio de este capí- 
tulo. Su premisa “todos los caballos son animales” se simbolizará 
“(x)(Ex > Ax)” donde “Ex” y “Ax” abrevian “x es un caballo” y 
“x es un animal”, respectivamente. En su conclusión 


La cabeza de un caballo es la cabeza de un animal. 
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la palabra “la” tiene el mismo sentido que tiene en la proposición “La 
ballena es un mamífero” o “El niño quemado teme al fuego”. Pode- 
mos parafrasearla como 


Todas las cabezas de caballos son cabezas de animales. 
y después como 


(x)l(x es una cabeza de un caballo) 
2 (x es una cabeza de un animal )] 


y finalmente escribiendo “Hxy” en lugar de “x es una cabeza de y” 
podemos expresar la conclusión mediante la fórmula 


(O[Ey(Ey: Hxy) > (Iy(Ay  Hxy)] 


Una vez simbolizada, el argumento fácilmente se demuestra válido 
por las técnicas de que ya disponemos: 


L (ANEXO AR) /.. (0[(AyXEy: Hxy) > (IyXAy" Hxy)] 
2. (IyXEy: Hxy) 
3. Ey'Hxy 
4. Ey 3, Simp. 
2 Ey > Ay 1, UI 
6. Ay 5, 4, M.P. 
7. Hxy 3, Simp. 
8. Ay: Hxy 6, 7, Conj. 
9. (1Iy)(Ay: Hxy) 8, EG 
(IA y: Hxy) 2, 3-9, El 


— | 


11. (Iy(Ey:Hxy) > (IyKAy* Hxy) 2-10, C.P. 
12. (MEYNEy Hxy) > (IyXAy* Hxy)] 11, UG 


El primer modelo de argumentos en este capítulo que trataba 
con la relación de ser mayor de edad que plantea un nuevo problema 
que se discutirá en la sección siguiente. 


EJERCICIOS 


1, Construir una demostración formal de validez para cada uno de los argu- 
mentos siguientes: 


1 Go(y[(2)Ayz > Ayx) 
(y (ADA yz 
(IN(YWAya 

2. (0((Iy)Byx > (2)Bx2] 
(yz XByz > Bzy) 


*5, 


“l 


[>=] 


10. 
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- (x)(Cax D Dxb) 


(IDxb > (Iy)Dby 
-.(Jx)Cax > (1y)Dby 


» GDIEx > (ykFy > Gxy)] 


(Ax) [Ex :(3y) — Gxy] 

(Ax) — Fx 

G)[Hx (yy > Jxy)] 
(xHx O 12) D (AN Uy Jyy) 


. (x)[Kx D [(3Iy)Lxy > (32)Lzx]) 


(Ola Lzx > Lxx] 
—(Jx)Lxx 
. (x)[Kx > (y) — Lxy) 


. (1)[Mx > (y (Ny > Oxy)) 


(D[Px > (y(Oxy > Qy)) 
'. (J1)(Mx"Px) > (yAiNy > Qy) 


- (o [¡Rx: —Sx) > (Ay)lTxy* UY)] 


(30][Ve- Rx-(yK Ey > Vy)l 
(1(Vx > —Sx) 
. Ax( vr: Ux) 


. (A(Wx > Xa) 


Lol[(x*Xx) > Zi] 

(yy Ayx) 

(O(yl[Ayx Zy) > Zx) 

(YA yx > Wy) > Za] 
(D([Bx-(Fy)[Cy-Dyx-(I2 Ez: Fxz)]] D (3w)Grrox) 

CyXHxy > Dyx) 

COWiFxy > Fyx) 

(m(Ix > Ex) 

.(9(Bxr > [(GEyN(Cy: Hxy)  (A2)(12:Fx2)] > (IAw) Grwa]) 


HL. Construir una demostración formal de validez para cada uno de los si- 
guientes argumentos: 


1 


*4. 


. Quienquiera que apoye a Smith votará por Jones. Anderson no votará 


por nadie que no sea un amigo de Harris. Ningún amigo de Kelly tiene 
como amigo a Jones. Por lo tanto, si Harris es un amigo de Kelly, 
Anderson no apoyará a Smith. (Axy: x apoya a y. Vxy: x vota por y. 
Fxy: x es amigo de y. a: Anderson. s: Smith. ¿j: Jones. h: Harris. 
k: Kelly.) 


. Todos los círculos son figuras. Por lo tanto, todos los que trazan 


círculos trazan figuras. (Cx: x es un círculo. Fx: x es una figura. 
Tay: x traza y.) 


. Cualquier amigo de Juan es -un amigo de Pedro. Por lo tanto, cual- 


quiera que conozca a un amigo de Juan conoce a un amigo de Pedro. 
(Px: x es una persona. Axy: x es un amigo de y. Cxy: x conoce a y. 
j: Juan. p: Pedro.) 

Solamente un tonto mentiría respecto a uno de los miembros de la 
fraternidad de Bill, a Bill. Un compañero de clase de Bill le mintió 
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*6 


10, 


11. 


12. 


respecto a Alberto. Por lo tanto, si ninguno de los compañeros de ulase 
de Bill es un tonto, entonces Alberto no es un miembro de la fraterni- 
dad de Bill. (Fx: x es un tonto. Lxyz: x miente a z respecto a y. 
Cxy: x es compañero de clase de y. Bxy: x es miembro de la frater- 
nidad de y. a: Alberto. b: Bill.) 


. Quienquiera que pertenezca al Country Club tiene más dinero que 


cualquier miembro del Club de la Taberna. No cualquiera que perte- 
nezca al Country Club tiene más dinero que cualquiera que no per- 
tenezca al mismo. Por lo tanto, no cualquiera pertenece al Country 
Club o al Club de la Taberna. Cx; x pertenece al Country Club, Tx: x 
pertenece al Club de la Taberna. Px: x es una persona, Dxy: x tiene 
más dinero que y.) 

Vender una arma no registrada es un crimen. Todas las armas que 
Rojo posee se las compró o al Zurdo o al Tuerto. De modo que si una 
de las armas de Rojo es una pistola no registrada, y si Rojo nunca le 
compró nada al Tuerto, el Zurdo es un criminal. (Rx: x está regis- 
trada. Gx: x es una pistola. Cx: x es un criminal. Wx: x es una arma. 
Oxy: x posee y. Sxyz: x vendió y a z. r: Rojo l: el Zurdo. m: el 
Tuerto.) 


. Todo lo que hay en mi escritorio es una obra maestra. Quienquiera 


que escriba una obra maestra es un genio. Alguna persona descono- 
cida escribió algunas de las novelas que hay en mí escritorio, Por lo 
tanto, alguna persona desconocida es un genio, (Ex: x está en mi es- 
critorio. Mx: x es una obra maestra. Px: x es una persona, Gx: x 
es un genio. Dx: x es desconocido. Nx: x es una novela. Exy: x es- 
cribió y.) 

Hay un profesor que agrada a todos los estudiantes a quienes agrada 
cuando menos un profesor. Á todo estudiante le agrada uno u otro 
profesor. Por lo tanto, hay un profesor que agrada a todos los estu- 
diantes. (Px: x es un profesor. Ex: x es un estudiante. ÁAxy: a x 
le agrada y.) 


. Nadie respeta a una persona que no se respeta a sí misma, Nadie 


contratará a una persona que no se respeta. Por lo tanto, una persona 
que no respeta a nadie nunca será contratada por nadie. (Px: x es 
una persona. Rxy: x respeta a y. Cxy: x contrata a y.) 

Quienquiera que haga una donación al United Fund hace todas sus 
donaciones al United Fund, Por tanto, si Jones es una persona que no 
hace todas sus donaciones al United Fund, entonces no hace dona- 
ción alguna al United Fund. (Px: x es una persona, Dxyz: x hace 
donación de y a z. f: El United Fund. j: Jones.) 

Todo libro que sea aprobado por todos los críticos será leído por 
cualquier persona literata, Cualquiera que lea cualquier cosa hablará 
de ella. Un crítico aprobará cualquier libro escrito por cualquier per- 
sona que le adule. Así pues, si alguien adula a todos los críticos, 
entonces cualquier libro que escriba será comentado por todas las 
personas literatas. (Lx: x es un libro, Cx: x es un crítico. Tx: x es un 
literato. Px: x es una persona, Axy: x aprueba y. Lxy: x lee y. Cxy: 
x comenta y. Fxy: x adula a y. Exy: x escribe y.) 

Una obra de arte que relata algo puede ser comprendida por todos. 
Algunas Obras de arte religioso han sido creadas por grandes artistas. 
Cualquier obra de arte religioso relata una historia que inspira. Por 
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lo tanto, si algunas personas sólo admiran lo que mo pueden entender, 
entonces algunas creaciones de grandes artistas no serán admiradas 
por todos. (Ax: x es un gran artista. Px: x es una persona. Hx: x es 
una historia, Ix: x inspira, Rx: x es religioso. Ox: x es una obra de arte. 
Cay: x crea y. Axy: x admira a y. Rxy: x relata y. Exy: x puede en- 
tender y.) 


5.3. Algunos Atributos de las Relaciones 


Hay muchos atributos interesantes que las relaciones mismas 
pueden tener. Vamos a considerar tan sólo algunos de los más fami- 
liares y nuestra discusión quedará limitada a los atributos de las 
relaciones diádicas. 

Las relaciones diádicas se pueden caracterizar como simétricas, 
asimétricas, o no simétricas. Varias relaciones simétricas están de- 
signadas por las frases: “es vecino de”, “está casado con” y “tiene el 
mismo peso que”. Una relación simétrica es una relación tal que, 
si una cosa está en esa relación con una segunda, entonces la se- 
gunda debe estar en esa relación con la primera. Una función pro- 
posicional “Rxy” designa una relación simétrica si y sólo si 


(D(yRxy > Ryx) 


Por el otro lado, una relación asimétrica es una relación tal que, si 
una cosa está en esa relación con una segunda cosa, entonces la 
segunda no puede estar en esa relación con la primera. Las siguien- 
tes frases designan varias relaciones asimétricas: “está al norte de”, 
“es mayor que” y “pesa más que”. Una función proposicional “Rxy” 
designa una relación asimétrica si y sólo si 


(AyiBxy > —Ryx) 


Sin embargo, no todas las relaciones son simétricas o asimétricas. Si 
una persona ama a otra o es hermano de otra o pesa no más que 
otra, no se infiere que la segunda ame a la primera o sea su hermano 
(podría ser su hermana) o que pesa no más que la primera. Ni 
tampoco se sigue que la segunda no ama a la primera o que no es 
su hermano, o que no pesa más que la primera. Relaciones como 
éstas son no simétricas y se les define como las que no son ni simé- 
tricas ni asimétricas, 

Las relaciones diádicas también se pueden caracterizar como 
transitivas, intransitivas o no transitivas. Las siguientes frases de- 
signan relaciones transitivas: “está al norte de”, “es un antepasado 
de” y “pesa lo mismo que”. Una relación trensitiva es una relación 
tal que, si una cosa está en esa relación con una segunda y la se- 
gunda con una tercera, entonces la primera debe estar en esa rela- 
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ción con la tercera. Una función proposicional “Rxy” designa una 
relación transitiva si y sólo si 


COMER: Ryz) > Raz) 


Una relación intransitiva por el otro lado, es una relación tal que 
si una cosa está en esa relación con una segunda, y la segunda con 
una tercera, entonces la primera no puede estarlo con la tercera; las 
frases siguientes corresponden a relaciones intransitivas: “es madre 
de”, “es padre de” y “pesa exactamente el doble que”. Una función 
proporcional “Rxy” designa una relación intransitiva si y sólo si 


AE Rxy:Ryz) > —Rxz) 


No todas las relaciones son transitivas o intransitivas. Definimos 
una relación no transitiva como aquella que no es transitiva ni in- 
transitiva; las siguientes frases designan relaciones no transitivas: 
“ama a”, “se puede diferenciar de” y “tiene un peso diferente del de”. 

Finalmente, las relaciones pueden ser reflexivas, irreflexivas o 
no reflexivas. Varios autores han propuesto varias definiciones de 
estas propiedades y parece no haber una terminología estándar bien 
establecida, Es conveniente distinguir entre la reflexividad y la re- 
flexividad total. Una relación es totalmente reflexiva si cada cosa 
está en esa relación consigo misma. Por ejemplo, la frase “es idén- 
tico a” designa la relación totalmente reflexiva de identidad. Una 
función proposicional “Rxy” designa una relación totalmente reflexiva 
si y sólo si 


(Rxx 


Por otro lado, una relación se dice reflexiva si cualquier cosa a está 
en esa relación consigo misma si existe una cosa b tal que Rab o 
Rba. Ejemplos obvios de relaciones reflexivas los designan las fra- 
ses: “tiene el mismo color de cabello que”, “tiene la misma edad 
que” y “es un contemporáneo de”. Una función proposicional “Rxy” 
designa una relación reflexiva si y sólo si 


(0[EyN(Rxy v Ryx) D Rxx] 


Es obvio que todas las relaciones totalmente reflexivas son reflexivas. 


Una relación irreflexiva es tal que nada está en esa relación 
consigo mismo. Una función proposicional “Rxy” designa una rela- 
ción irreflexiva si y sólo si 


(1) —Rxx 


Los ejemplos de relaciones irreflexivas son comunes; las frases 
“está al norte de”, “está casado con” y “es padre de”, designan todas 
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relaciones irreflexivas. Las relaciones que no son ni reflexivas ni 
irreflexivas se dice que son no reflexivas, Las frases “ama a”, “odia 
a” e “y critica a” designan relaciones no reflexivas. 

Las relaciones pueden tener varias combinaciones de estos atri- 
butos. La relación de pesar más que es asimétrica, transitiva e irre- 
flexiva, mientras que la relación de tener el mismo peso que es 
simétrica, transitiva y reflexiva. Sin embargo, algunos atributos 
implican la presencia de otros. Por ejemplo, todas las relaciones 
asimétricas deben ser irreflexivas como es fácil de mostrar. Sea 
“Ray” la designación de alguna relación asimétrica; entonces, por 
definición 
1. (XyKRry > —Bya) 


De esta premisa es posible deducir que R es irreflexiva, es decir, que 
(x) — Rxx: 


2. (y(íRxy > —Ryx 1, UI 


3. Rx Rx 2, UI 

4. —Rxxv —Rxx 3, Impl. 
5. —Rxx 4, Taut. 
6. (1) —Rxx 5, UG 


Otras conexiones lógicas entre estos atributos de relaciones fácil- 
mente se enuncian y demuestran, pero nuestro interés tiene otra 
dirección. 

La importancia o pertinencia de estos atributos con respecto a los 
argumentos relacionales es fácil de ver. Un argumento con respecto 
al cual uno es pertinente podría enunciarse como: 

Tomás pesa lo mismo que Ricardo. 


Ricardo pesa lo mismo que Enrique. 
La relación de pesar lo mismo que es transitiva. 


Por lo tanto, Tomás pesa lo mismo que Enrique. 


Cuando se le traduce a nuestro simbolismo como 


Wid 

Wdh 

(OyEl(Wxy: Wyz) > Wx] 
 Wih 


el método de demostración de su validez es obvio, de inmediato. 
Hemos dicho que el argumento “podría” enunciarse de la manera 
indicada, Pero esta manera de enunciar el argumento sería más la 
excepción que la regla. Ea manera ordinaria de proponer un argu- 
mento tal sería enunciar las dos primeras premisas y la conclusión 
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solamente fundándose en que cualquiera sabe que pesar lo mismo 
que es una relación transitiva. Los argumentos relacionales a me- 
nudo se usan y muchos de ellos dependen esencialmente de la tran- 
sitividad o la simetría o alguno de los otros atributos de las rela- 
ciones que se involucran. Pero que la relación en cuestión tenga el 
atributo pertinente rara vez, si acaso alguna vez, se enuncia explí- 
citamente como una premisa. La razón es clara. En casi todas las 
discusiones se puede presuponer un gran número de proposiciones 
que se suponen del conocimiento general. La mayoría de los oradores 
y escritores se evitan molestias no repitiendo proposiciones bien co- 
nocidas y a veces tan triviales como verdaderas que de sus oyentes 
o lectores puede perfectamente bien esperarse que las proveerán 
por sí mismos. Un argumento que está expresado de manera incom- 
pleta, siendo “sobreentendida” una parte del mismo, es un entimema. 

Al ser incompleto, es necesario tener en cuenta las premisas 
suprimidas de un entimema cuando surge la cuestión de su validez. 
En donde falte una premisa necesaria la inferencia es técnicamente 
inválida. Pero si la premisa no expresada es fácil de proveer y obvia- 
mente verdadera con toda justicia debiera incluírsele como parte del 
argumento al tratarse su apreciación. En tal caso se supone que el 
que hace el argumento tenía más “en mente” de lo explícitamente 
enunciado. En la mayoría de los casos no hay dificultad en proveer 
la premisa tácita que el orador tenía en mente, pero no expresó. Así, 
el primer modelo de argumento enunciado al principio de este 
capítulo: 


Alberto es mayor que Guillermo. 
Guillermo es mayor que Carlos. 


Por lo tanto, Alberto es mayor que Carlos. 


debiera contarse como válido, pues se convierte en válido cuando la 
proposición trivialmente verdadera, ser mayor que, relación tran- 
sitiva se agrega como una premisa auxiliar. Cuando la premisa fal- 
tante indicada es provista, es muy fácil escribir una demostración 
de validez del argumento. 

Desde luego, es frecuente dejar inexpresadas premisas que no 
sean relacionales. Por ejemplo, en el argumento 


Cualquier caballo es más veloz que cualquier perro. Algunos galgos son 
más veloces que cualquier liebre. Por lo tanto, cualquier caballo 
es más veloz que cualquier liebre. 


no sólo falta expresar la premisa requerida respecto a la transi- 
tividad de ser más veloz que sino que también la premisa no rela- 
cional que todos los galgos son perros. Cuando se agregan éstas, que 
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ciertamente no son cuestiones debatibles, la validez del argumento 
se puede demostrar como sigue: 


1. (9[Bx D (y) (Dy > e premisas 
2. (3Iy)[Gy*(21(Rz > Oyz)] /-".(x)[Hx > (2][(Rz > Oxz)] 
> e E Oya 0) premisas adicionales 
5. Hx 
6. Rz 
7. Gy*(z)Hz > Oyz) 
8. Gy 7, Simp. 
9. Gy> Dy 4, UI 
10. Dy 9, 8, MP. 
11. Hx > (y(Dy > Oxy) 1, UI 
12. (y(Dy > Oxy) 11, 5, M.P. 
13. Dy > Oxy 12, Ul 
14. Oxy 13, 10, M.P. 
15. (z)(Rz > Oyz) 7, Simp. 
16. Rz> Oyz 15, UI 
17. Oyz 16, 6, M.P. 
18. Ory*Oyz 14, 17, Conj. 
19. (yial(Oxy: Oyz) > Ox] 3, UL 
20. (z)[(Oxy'Oyz) > Ox] 19, UI 
21. (Oxry:Oyz) > Oxz 20, UI 
22. Oxz 21, 18, M.P. 
2, 7-22, El 
24. Rz> Ox 6-23, C.P. 
(21(Rz D Oxz) 24, UG 


26. Hx>D (2)(Rz > Oxz) 5-25, C.P. 
27. (x)[Hx > (23(Rz > Oxz)] 26, UG 


No siempre es tan fácil como en este ejemplo encontrar las premi- 
sas faltantes y suplirlas. Cuando no sea obvio cuáles son las pre- 
misas requeridas faltantes en un argumento entimemáticamente 
expresado, entonces, al comenzar una demostración de su validez es 
sana “política el dejar algún espacio por debajo de las premisas dadas 
en donde puedan escribirse las premisas adicionales cuando surja 
la necesidad de ellas. El único punto que hay que recalcar es que 
ningún enunciado que sea tan dudoso o debatible como la conclusión 
misma del argumento debiera admitirse como premisa suple- 
mentaria, pues en un argumento válido enunciado entimemática- 
mente, sólo las simplezas más absolutas debieran quedar inexpre- 
sadas, para que el lector o el oyente las supliese por sí mismo. 
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EJERCICIOS 


Demostrar la validez de los siguientes entimemas agregando las premisas 


obviamente verdaderas en donde sea necesario: 


1. 


*3. 


10. 


Un Cadillac es más caro que un automóvil barato. Por lo tanto, ningún 
Cadillac es un automóvil barato. (Cx: x es un Cadillac. Bx: x es un auto- 
móvil barato. Mxy: x es más caro que y.) 

Alicia es la madre de Beatriz. Beatriz es madre de Carlota. Por lo tanto, 
si Carlota sólo ama a su madre entonces no ama a Alicia. (a: Alicia. 
b: Beatriz. c: Carlota. Mxy: x es madre de y. ÁAxy: x ama a y.) 

Todo hombre del primer equipo es más rápido que cualquiera del segundo 
equipo. Por lo tanto, ningún hombre del segundo equipo es más rápido 
que alguno del primer equipo. (Fx: x está en el primer equipo. Sx: x es 
un hombre que está en el segundo equipo. Oxy: x es más rápido que y.) 
Todos los muchachos que asistieron a la fiesta bailaron con todas las 
chicas presentes. Por lo tanto, cada chica que asistió a la fiesta bailó con 
todos los mucbachos que ahí estaban. (Mx: x es un muchacho. Cx: x es 
una chica. Fx; x estaba en la fiesta. Bxy: x bailó con y.) 


. Cualquier persona que lleve el mismo apellido de algulen que comete un 


crimen es desafortunada. Por lo tanto, cualquiera que comete un robo 
es desafortunado. (Px: x es una persona. Ux: x es desafortunado. Cx: x es 
un crimen. Bx: x es un robo. Cxy: x comete y. Nay; x tiene el mismo 
nombre de y.) 


. Todos los relojes que vende Kubitz son hechos en Suiza. Todo lo que se 


ha hecho en un país extranjero paga impuesto, Cualquier cosa por la que 
se paga un impuesto le cuesta al comprador una cantidad extra. Por lo 
tanto, los relojes que se le compran a Kubitz tienen un costo extra. (Rx: 
x es un.reloj. lx: x se paga un impuesto por x. Ex: x es un país extran- 
jero. Cxy: x le cuesta a y una cantidad extra. Hxy: x es hecho en y. 
Bxyx: x compra y a z. s: Suiza. k: Kubitz.) 


. Los lotes baldíos no producen ingresus a sus propietarios, Cualquier pro- 


pietario de bienes raíces debe pagar impuesto sobre los mismos. Por lo 
tanto, cualquier propietario de un lote baldío debe pagar impuesto por 
algo que no le produce ingresos. (Vx: x es un lote baldío. Rx: x son 
bienes raíces. Ixy: x produce ingresos a y. Txy: x paga impuesto por y. 
Oxy: x tiene la propiedad y.) 


. Todos los almirantes llevan uniforme con botones dorados. Por tanto, 


algunos oficiales navales llevan uniformes con botones dorados. (Ax: x 
es un almirante. Ux: x es un uniforme. Dx: x es dorado. Bx: x es un 
botón. Nx: x es un oficial naval. Rx: x es ropa. Mx: x es metal. Wxy: x 
Meva la ropa y. Txy: x tiene y.) 


. Si alguna vez Carlos se mudó a Boston, eso ocurrió después de conocer 


a Alberto. Si alguna vez Carlos se casó eso fue antes de haber visto a 
David. Por lo tanto, si Carlos se mudó a Boston y después se casó, enton- 
ces conoció a Alberto antes de haber visto a David. (Tx: x es un tiempo. 
Ax: x Carlos conoció a Alberto en el tiempo x. Bx: x Carlos se mudó 
a Boston en el tiempo x. Cx: x Carlos se casó en el tiempo x. Dx: x Carlos 
vio a David en el tiempo x. Pxy: x precede a y.) 

Un pez que persigue a todas las carpas plateadas será atrapado por un 
pescador que utiliza carpas plateadas como carnada. Un pez voraz perse- 
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guirá cualquier carpa plateada. De modo que si todos los pescadores son 
deportistas, entonces ningún lucio que no es atrapado por un deportista 
que utiliza carpas plateadas como carnada es voraz. (Px: x es ún pez. 
Cx: x es una carpa plateada. Pxy: x persigue a y. Cxy: x captura a y. 
Áx: x es un pescador. Uxy: x utiliza y como camada. Vx: x es voraz. 
Dx; x es una carpa plateada diminuta. Sx: xw es un deportista. Lx: x es 
un lucio.) 


5.4. Identidad y la Descripción Definida 


La noción de identidad es una noción familiar. La ocasión más 
natural de su uso es tal vez en el proceso de identificación como 
cuando un testigo en la delegación de policía identifica un sospe- 
choso de la fila, afirmando que 


El hombre de la derecha es el hombre que me robó el bolso. 


Otras identificaciones son también comunes como cuando en la 
clase de geografía se afirma que 


El Monte Everest es la montaña más alta del mundo. 
o cuando en la clase de literatura se afirma que 
Lope de Vega es el autor de Fuente Ovejuna. 


Cada una de estas proposiciones afirma que se da una relación entre 
las cosas a las que se refieren sus dos términos, La relación afirmada 
es la de identidad. En cada una de las proposiciones precedentes 
cuando menos un término era una descripción definida, que es una 
frase de la forma “el tal y cual”. En las identificaciones, sin em- 
bargo, los dos términos pueden ser nombres propios, Así como en 
las dos proposiciones 


Bruto mató a César. 


Booth mató a Lincoln. 


se afirma que la relación de matar existe entre los individuos a los 


que se refiere por los nombres propios que en ellas aparecen, así 
también en las proposiciones 


Lewis Carroll era Charles Lutwidge Dodgson. 


Mark Twain era Samuel Clemens. 


se afirma la relación de identidad entre los individuos a los que se 
refiere con los nombres propios que en ellas aparecen. 
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La notación usual para la relación de identidad es el signo ordi- 
nario de igual “=”. Es obvio que la relación de identidad es transi- 
tiva, simétrica y totalmente reflexiva. En nuestra notación simbó- 
lica escribimos 


DEI: = y (y = 2315 (x= 2)) 

(Oya = y) > (y = 1) 

(lx = x) 
Todas estas son consecuencias inmediatas de la definición de iden- 
tidad contenida en el principio de la Identidad de los Indiscernibles, 
de Leibnitz: 

x = y si y sólo si cada atributo de x es un atributo de y y recíprocamente. 
Este principio nos permite inferir de las premisas v = y cualquier 
proposición que contenga una ocurrencia del símbolo v, como con- 
clusión cualquier proposición que resulte de reemplazar cualesquier 
ocurrencias de y en la segunda premisa por el símbolo ,.* Toda in- 
ferencia que se apega a este modelo es válida y en una demostración 
debiera escribirse a un lado de ella “Id”, Una o dos deducciones de 
muestra aclararán este punto. El argumento 


O. Henry era William Sidney Porter. 
O. Henry era un escritor. 


Por lo tanto, William Sidney Porter era un escritor. 
se puede simbolizar y demostrar su validez mediante el siguiente 


argumento en el que se usan las letras “h” y “p” para abreviar los 
nombres propios “O. Henry” y “William Sidney Porter” y el símbolo 


“Wx” para “x era un escritor”: 


l h=p 
2. Wh /..Wp 
3. Wp 1, 2, Id. 


Otra ilustración la tenemos en el argumento: 


George Eliot escribió The Mill on the Floss (El Molino del Floss). 
George Eliot es Mary Ann Evans. 
Mary Ann Evans es una mujer. 


Por lo tanto, una mujer escribió The Mill on the Floss. 
Usando los símbolos “g”, “f”, “Mx”, “Way”, “Wx” para abreviar “George 
Eliot”, “The Mill on the Floss”, “Mary Ann Evans”, “x escribió y” y 
“x es una mujer”, podemos formular y demostrar la validez del ar- 
gumento dado como sigue: 


1 Aquí estamos usando las letras mu y nu para representar cualesquier símbolos 
indivíduales constantes o variables. 
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l. Wef 

2. g=m 

3. Wm 1 (dA(Wx:* Wxf) 
4. We 2, 3, Id. 

5. Weg Waf 4, 1, Conj. 

6. (Ix(Wx: Wxf) 5,EG 


Una demostración alternativa para el segundo argumento sería la 
siguiente: 


4. Wmf 1,2, Id. 
5. Wm:Wmf 3, 4, Conj. 
6. (Jx(Wr: Wxf) 5,EG 


Una tercera ilustración es la que provee el argumento: 


Sólo un hombre calvo porta una peluca. Kaplan es un hombre que porta 
una peluca. Este hombre no es calvo. Por lo tanto, este hombre no 
es Kaplan. 


Usando los símbolos “t”, “k”, “Mx”, “Bx”, “Wax”, para abreviar “este 
hombre”, “Kaplan”, “x es un hombre”, “x es calvo” y “x porta una pe- 
luca”, podemos simbolizar este argumento y demostrar su validez 


como sigue: 


1. (x)[(Mx- Wx) > Ba] 

2. Mk: Wk 

3. —Bt [lot =k) 
4. (Mk*Wk) > Bk 1, UI 

5. Bk 4, 2, M.P. 
6. —(t=k) 3, 5, Id. 


Esta última demostración sirve para mostrar que usamos el principio 
de Identidad no sólo para inferir bv de bu y y = y sino también 
para inferir —(v = 4) a partir de bv y —bu. Para ser completos, y 
por conveniencia incluimos en nuestro enunciado del principio de 
Identidad su simetría y su reflexividad total, aunque su simetría 
rápidamente se deduce de las otras propiedades. Nuestra formu- 
lación es 
Id. du Du 

vp=u —Op call ON y p 

 Dy dv =p) C.p=P p=p 


Un uso importante paralelismo de identidad lo tenemos en la 
formulación de ciertos tipos comunes de enunciados exceptivos. Si 
deseamos simbolizar la proposición 


Alberto está en el equipo y es más rápido que cualquier otro miembro 
del equipo.. 
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usando “a” por “Alberto”, “Tx” por “x está en el equipo” y “Oxy” 
por “x es más rápido que y”, no podemos simplemente escribir 
Ta" (Tx D Oax) 
pues esto acarrearía 


Oua 


que es falso porque ser más rápido que es una relación irreflexiva. 
La fórmula precedente no traduce la proposición dada, sino más 
bien la proposición necesariamente falsa: 


Alberto está en el equipo y es más rápido que cualquiera de sus miembros. 


En esta segunda proposición falta la importante palabra “otro”. La 
primera proposición no afirma que Alberto sea más rápido que 
cualquier miembro del equipo sino que cualquier otro “esto es”, 
cualquiera que esté en el equipo y que sea otro que, o no idéntico a, 
Alberto, La traducción apropiada de la primera proposición es 


Ta (O([ Fe -dx = a)] > Oax) 


Si adoptamos la convención de abreviar —(v = ) como y y, la 
fórmula precedente puede escribirse 


Ta-(O[(Tx"x A a) > Oax] 


Haciendo un uso semejante del signo de Identidad, podemos simbo- 
lizar las proposiciones 


Sólo Juan ama a María. 


y 
María puede tolerar a cualquiera menos a Juan. 
como 
Ejim- (Mx 4 j> —Lxm) 
y 


=Tmp (ao l(Pxex A j) > Tmx] 


Una técnica similar puede usarse al simbolizar la noción expre- 
sada por las frases “a lo más” y “no más que”. Así, el enunciado, 


Hay cuando más una inauguración. 


interpretada no como afirmando que hay una inauguración sino que 
no hay más de una, se puede simbolizar como 


MNKOr-Oy) D x = y) 
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De manera semejante, el enunciado 


No se permiten más de dos visitantes. 


interpretado como dejando abierta la cuestión de si hay visitantes 
en absoluto Se puede simbolizar 


ONELVIVy VD) > (x=2v y=2vx= p)) 
El signo de identidad es también útil al simbolizar la noción de a lo 


menos. No se necesita para “a lo menos uno”, pues el cuantificador 
existencial es suficiente para esto en sí mismo; así, el enunciado 


Hay a lo menos un Solicitante. 
se simboliza 
(IAx 
Pero para simbolizar 
Hay cuando menos dos solicitantes. 
necesitamos el signo de identidad al escribir 
Eoy[Ar Ay:x % y] 


Poniendo juntas las notaciones para “al menos uno” y “a lo más 
uno” tenemos un método para simbolizar las proposiciones numé- 
ricas definidas. Así, el enunciado 


Hay un libro sobre mi escritorio. 


que significa exactamente uno, se simboliza, usando “Bx” por “x es 
un libro” y “Dx” por “x está sobre mi escritorio”, como 


Ax) (Br: Dx (yl(By+Dy) D y = x)) 
Y el enunciado 


Cada estado elige dos senadores. 


significando exactamente dos, se simboliza usando “Sx” por “x es un 
estado”, “Nx” por “x es un senador” y “Exy” por “x elige y”, como 


(10(Sx O (IYADINy: Nz Exy Exc y E 2* 
(w)[(Nio-Exw) > (w = y y w = 2)])) 


Finalmente, el enunciado (presumiblemente falso) 
Cerbero tiene tres cabezas. 


se simboliza usando “Hx” por “x es una cabeza de Cerbero”, como 


EXSENESIISIOTISE STE RES 
(w0)[Rw D (w=xvw= yv w=2))) 
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La notación presente es adecuada para simbolizar enunciados arit- 
méticos respecto a los individuos, pero simbolizar proposiciones de 
aritmética pura requiere una herramienta lógica más poderosa como 
la que se sugiere en la sección siguiente, 

Es muy raro que un individuo tenga dos nombres propios dife- 
rentes y y , de modo que y = v sea un enunciado significativo e 
informativo. Sin embargo, a menudo se refiere a los individuos por 
medio de frases descriptivas y no por medio de sus nombres propios. 
Así, cuando se ha cometido un crimen y la policía no ha encontrado 
todavía al que lo cometió los periódicos no por eso quedan en silen- 
cio sino que se refieren al individuo en cuestión como “el secues- 
trador del hijo de Lindbergh” o “el conductor del automóvil desa- 
parecido”, 

La palabra “el” (la, lo, etc.) tiene varios usos. En un sentido 
tiene la fuerza de “todos” o “cualquiera”, como en “La ballena es un 
mamífero”. Pero en otro sentido sirve para indicar existencia y uni- 
cidad, como en las frases 


El autor de Fuenteovejuna. 
El hombre que mató a Lincoln. 
La ciudad más grande de Yucatán. 


que se refieren a Lope de Vega, Booth y Mérida, respectivamente. 
Una notación bastante estandarizada para este sentido de la palabra 
“el” involucra una ¡ota invertida. Las tres frases de antes se simbo- 
lizan (parcialmente) como 


(x0)(x escribió Fuenteovejuna). 
(x)(x es un hombre + x mató a Lincoln). 


(x)(x es una ciudad de Yucatán - x es mayor que cualquier otra ciudad 
de Yucatán). 


En general, una fórmula tal como “(1x) (x escribió Fuenteovejuna )” 
se lee como “el x que escribió Fuenteovejuna” y se trata como un 
nombre propio. Siendo esto así podemos reemplazar la variable indi- 
vidual y en la función proposicional + por (w)(%v) para obtener 
Y(1w)(8v) como una instancia de sustitución. 

Normalmente, una descripción definida en un argumento funcio- 
na como lo hace un nombre propio. El principio de Identidad nos 
permite inferir la conclusión “Scott escribió Marmion” a partir de 
las premisas “Scott es el autor de Waverley” y “el autor de Waverley 
escribió Marmion”. La proposición “algo es más grande que Detroit” 
válidamente se infiere por EG de la premisa “la ciudad más grande 
de Illinois es mayor que Detroit”. Desde luego, El instancia sola- 
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mente con una variable y UG generaliza solamente de una variable, 
de modo que no hay diferencia con respecto a estos dos principios 
entre un nombre propio y una descripción definida. Pero con respecto 
al principio de Instanciación Universal surgen ciertas diferencias 
y dificultades, 

Cuando la letra “F” designe un atributo, el símbolo complejo 
“(x)(Fx)” se refiere a un individuo que tiene el atributo F si hay 
un tal individuo y solamente uno. Pero, ¿qué pasa si no hay individuo 
tal o hay más de un individuo con este atributo? En tal caso, como 
no hay un individuo único al cual referirse por medio de la expre- 
sión “(1x)(Fx)”, esa expresión no tiene referencia, El problema de 
interpretar frases que aparentan referirse, pero que no lo hacen en 
realidad, se pueden manejar de la siguiente forma debida a Russell? 
Una definición explícita de un símbolo se da presentando otro sím- 
bolo que le es equivalente en significado. Así, el símbolo “soltero” 
se define explícitamente igualándolo a la frase “hombre no casado”. 
Un método alternativo de explicar el significado de un símbolo es 
dar una definición contextual y no explícita del mismo. Una defi- 
nición contextual de un símbolo no explica el significado del símbolo 
aislado sino más bien explica el significado de cualquier enunciado 
o contexto en el que ocurre ese símbolo. No damos una explicación 
de la palabra “el” (o sea el símbolo iota) aislada sino que la pre- 
sentamos en un método para interpretar toda oración o fórmula en 
el que aparezca. Una definición contextual se llama también una 
“definición en uso”, El análisis de Russell de la descripción definida 
consiste en una definición contextual o definición en uso de la pa- 
labra “el” en el sentido en que significa existencia y unicidad. Con- 
sideremos la proposición 


El autor de Waverley fue un genio. 

Parece afirmar 3 cosas: primeramente que 
Hay un individuo que escribió Waverley. 

en segundo lugar que 
A lo más, un individuo escribió Waverley. 

y finalmente que 


Tal individuo fue un genio. 


2 Véase “On Denoting”, Mind, n.s. Vol. 14 (1905). El artículo de Russell junto con los 
tratamientos alternativos debidos a G. Frege y P. F. Strawson está reimpreso en la Parte 
DII de Contemporary Readinga in Logical Theory, editado por 1. M. Copi y J. A. Gould, 
New York y London, The Macmillan Company, 1967. 
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Las tres partes de su significado se pueden simbolizar —sin el uso 
de la iota— como sigue: 

(31) (x escribió Waverley ) 

(y)(y escribió Waverley D y = x) 


x fue un genio. 
Juntando estas 3 frases, se obtiene 


(3Ix)((x escribió Waverley) - (y)(y escribió Waverley 
2 y=x):(x fue un genio)) 


Tenemos aquí una traducción simbólica del enunciado dado que no 
contiene la palabra un tanto problemática “el” ni sinónimo alguno 
de la misma. En general, cualquier enunciado de la forma 


El tal y tal es cual y cual. 
o cualquier fórmula tal como 
YVimdx) 
se ve como lógicamente equivalente a 
(3) ((x es tal y tal) - (y) (y es tal y tal > y = x)- (xes cual y cual)) 
o como 
ID(Pr yidy > y = 1): Vx) 


Incidentalmente, cuando una propiedad está expresada en la for- 
ma superlativa de “el mejor”, “el más rápido”, “el más pesado” y cosas 
semejantes, cualquier proposición que la contenga se podrá expresar 
usando solamente las formas comparativas “mejor”, “más rápido”, 


“más pesado” o semejantes. Así, el enunciado 
El océano más grande se encuentra al occidente de América. 


se puede simbolizar, usando “Ox” por “x es un océano”, “Wx” por “x 
está al oeste de América” y “Lxy” por “x es mayor que y”, mediante 


(IN(Ox- (Oy y A x) > Lxy]: Wx) 


Una descripción definida sólo se usa, de ordinario, cuando se cree 
que tiene referencia. Uno normalmente usa las palabras “el tal y 
tal”, sólo cuando cree que hay uno y solamente un tal y tal. Pero las 
creencias suelen estar equivocadas y a veces usa uno una frase seme- 
jante, aunque carezca de referencia, Cuando no la tiene, toda oración 
que afirme que el tal y tal tiene cual y cual atributo o está en ésta o 
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aquella relación, es falsa. Así, aunque pudiera ser verdadero que cada 
cosa tiene una masa, es falso que 


El hombre inmortal tiene masa. 


pues esta oración afirma la existencia de exactamente un hombre 
inmortal siendo que no lo hay Y a menos que ocurra en algún con- 
texto que aclare que a una montaña en particular es a la que se 
refiere o que las montañas en general son las discutidas, el enunciado 


La montaña tiene masa. 


es falsa, pues afirma que sólo hay una montaña, siendo que hay mu- 
chas. Estas observaciones debieran servir para aclarar que una frase 
de la forma “el tal y tal”, o un símbolo del tipo “(1x)(Fx)” no puede 
ser instanciado sólo por el principio de Instanciación Universal, Para 
deducir la conclusión “G( +1 (Fx )” de “(x)Gx” necesitamos la premisa 
adicional de que hay exactamente una cosa que es un F., Si falta esa 
premisa la inferencia es inválida. Pero si está la premisa presente, el 
argumento fácilmente se demuestra válido como sigue: 


L. (Gx 


2. Axl l(yiy3y=xw]  /-. GlaolEx) 

3. Fxtyy 2 y=x) 

4. Gx 1, UI 

5. FxiyiFy > y = x)"Gx 3, 4, Conj. 

6. (AiNEelyEy > y =x3"Gxj 5,EG 

7 (IONES (Ey > y=x3"Cx) 2,3-6, El 

8. Gm Ex) 7—4efinición 


Cualquier proposición de la forma +(1x)(Sx) es falsa si no hay x 
que sea + o si hay más de uno de ellos. En una proposición semejante 
la frase descriptiva (1x)(Bx) se dice que tiene una ocurrencia pri- 
maria. Pero una proposición que contiene una frase descriptiva 
puede ser parte de un contexto (veritativo funcional) más grande, 
en donde la frase descriptiva se dirá que tiene una ocurrencia se- 
cundaria. Una proposición en la que (+)(9x) tiene una ocurrencia 
secundaria, puede ser verdadera aunque no haya x que sea $ o haya 
más de uno de ellos. Uno de los ejemplos más simples, —Yv(11)(ex) 
podría significar que 


(1) Ax (br (yldy D y = 0): —Yx) 
o que 
(2) —i0(Ox(yiby > y = 1) Vx) 


Si no hay x que sea 6 o hay más de uno, (1) es falsa y (2) es ver- 
dadera. Para hacer definidas y no ambiguas, proposiciones que de 
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otra manera serían ambiguas, Russell propuso usar fórmulas de la 
forma (1x)(+x) como una especie de “indicador de alcance”. Pero 
las reglas que gobiernan éstas son muy complicadas, y para ellas 
no tendremos utilización aquí. De hecho, no usaremos las fórmulas 
de la forma (+x)(+x), sino usaremos en su lugar la traducción 
simbólica explícita que involucra cuantificadores y el símbolo de 
identidad. 


EJERCICIOS 


Demostrar la validez de los siguientes argumentos usando solamente el 
símbolo de identidad, además de las abreviaciones indicadas: 


1. El arquitecto que diseñó el Tappan Hall solamente diseña edificios de ofi- 
cinas. Por lo tanto, el Tappan Hall es un edificio de oficinas. (Ax: x es 
un arquitecto. t: Tappan Hall. Dxy: x diseñó y. Ox: x es un edificio de 
oficinas.) 

*2. El profesor de griego de la Escuela Preparatoria es muy instruido. Por 
lo tanto, todos los profesores de griego de la Escuela Preparatoria son 
muy instruidos. (Px; x es un profesor de griego. Sx: x está en la Escuela 
Preparatoria. Lx: x es muy instruido. >) 

3. El estado más pequeño está en Nueva Inglaterra. Todos los estados de 
Nueva Inglaterra son primordialmente industriales. Por lo tanto, el estado 
más pequeño es primordialmente industrial. (Ex: x es un estado. Nx: x 
está en Nueva Inglaterra. lx: x es primordialmente industrial. Mxy: x es 
menor que y.) 

*4, El corredor más rápido es un escandinavo. Por lo tanto, cualquiera que 
no sea escandinavo puede ser vencido en una carrera por alguna persona 
(o alguna otra). (Sx: x es un escandinavo. Px: x es una persona. Fxy: x 
corre más rápidamente que y.) 

5. Todos los participantes serán vencedores. Habrá cuando más un vencedor. 
Hay cuando más un participante. Por lo tanto, hay exactamente un partici- 
pante. (Px: x es un participante. Vx: x será vencedor.) 

*6. Cualquier pez puede nadar más rápidamente que uno más pequeño. Por 
lo tanto, si hay un pez más grande, entonces habrá un pez más rápido, 
(Fx: x es un pez. Lxy: x es mayor que y. Sxy: x puede nadar más rápida- 
mente que y.) 

7. Adams y Brown fueron los únicos invitados al banquete, que bebieron. 
Todos los invitados al banquete que llevaron licor bebieron. Adams no llevó 
licor. Si algún invitado al banquete bebió entonces algún invitado al ban- 
quete que bebió debió llevar licor. Todos los que bebieron se embriagaron. 
Por lo tanto, el invitado al banquete que llevó licor se embriagó. (a: 
Adams. b: Brown. Ix: x fue un invitado al banquete. Bx: x bebió. Lx: x 
llevó licor. Ex: x se embriagó.) 

8. Cualquiera que haya escalado el Monte Blanco es más valeroso que cual- 
quiera que no lo haya hecho. Sólo el miembro más joven de nuestro equipo 
ha escalado el Monte Blanco. Todos los miembros de nuestro equipo son 
veteranos. Por lo tanto, el miembro más valeroso de nuestro equipo es 
un veterano. (Ex: x ha escalado el Monte Blanco. Nx: x está en nuestro 
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equipo. lx: x es un veterano. Vxy: x es más valeroso que y. Mxy: x es 
mayor que y.) 

9. Hay exactamente un centavo en mi mano derecha. Hay exactamente un 
centavo en mi mano izquierda. No hay nada en mis dos manos a la vez. 
Por lo tanto, hay exactamente dos centavos en mis manos. (Cx: x es un 
centavo. Dx: x está en mi mano derecha. Ix: x está en mi mano izquierda. ) 

10. Todos los acompañadores eran gaiteros. Todos los gaiteros estaban en la 
barraca, Cuando más, dos individuos estaban en la barraca. Había por lo 
menos dos acompañadores. Por lo tanto, había exactamente dos gaiteros. 
(Ax: x era un acompañador. Gx: x era un gaitero. Bx: x estaba en la 
barraca.) 


5.5. Variables Predicadas y Atributos de Atributos 


En toda la discusión que precede, se ha confinado la cuantifi- 
cación a las variables individuales. Con la excepción de las letras 
griegas fi y psi, todos los símbolos de atributos y los símbolos de 
relaciones que se han introducido han sido constantes. Las letras 
“w”, €S” y “B” en nuestro uso de “Wa”, “Say” y “Bxyz” como abrevia- 
ciones de “x es sabio”, “x es un hijo de y” y “x está entre y y 2”, han 
designado atributos definidos de, o relaciones entre, individuos. Sin 
embargo, las variables de atributos y las variables de relaciones se 
pueden introducir también y cuantificarse. 

Poniendo a un lado las letras mayúsculas “F”, “G”, “H”, como 
variables de atributos o relaciones y refiriéndose a ellas indiferente- 
mente como “variables predicadas”, entonces las mismas técnicas 
de cuantificación que ya nos son familiares permitirán simbolizar 
una gran variedad de enunciados. Estaremos en posibilidad de sim- 
bolizar enunciados respecto a todos o algunos de los atributos o 
relaciones que las cosas puedan tener o en las cuales las cosas 
puedan estar. La expresión 


Fx 


que consiste en una variable predicada y una variable individual 
yuxtapuesta, en ese orden, se puede considerar como una función 
proposicional de dos variables. Por instanciación con respecto a las 
dos variables obtenemos proposiciones singulares como “Sócrates es 
mortal” y “Platón es sabio” que se expresan simbólicamente como 
“Ms” y “Wp”. Por instanciación respecto a la variable predicada y 
generalización respecto a la variable individual obtenemos propo- 
siciones simplemente generales ya familiares tales como 


(x)Mx (todo es mortal) 
(31x)Wx (algo es sabio) 
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Todas éstas las hemos visto antes. Un nuevo tipo de proposición, sin 
embargo, aunque todavía simplemente general, se obtiene por instan- 
ciación con respecto a la variable individual y generalización con res- 
pecto a la variable predicada. Aquí tenemos 


(F)Fs (Sócrates tiene todos los atributos ) 
(3F)Fp (Platón tiene algún atributo) 


Finalmente, generalizando con respecto a ambas variables se obtie- 
nen las siguientes proposiciones doblemente generales: 


(DD EUEx (5) (Pax 
(2D) MIME (6) (MEE 
(3) EPA (1 (AFNDE 
(dd) GAME (8) AGD: 


De éstas, (1) y (5) son claramente equivalentes, pues (1) afirma que 
Toda cosa tiene todo atributo. 

y (5) afirma que 
Todo atributo pertenece a toda cosa, 


Las proposiciones (4) y (8) también son equivalentes entre sí, pues 
(4) afirma que 


Alguna cosa tiene algún atributo. 
y (8) afirma que 
Algún atributo pertenece a alguna cosa. 


Las proposiciones restantes, sin embargo, son todas distintas. Se les 
puede expresar en castellano como 


(2) Toda cosa tiene algún atríbuto (o algún otro). 

(3) Hay una cosa que tiene todo atributo. 

(6) Todo atributo pertenece a alguna cosa (o alguna otra). 
(7) Hay un atributo que pertenece a todas las cosas. 


No hay equivalencias aquí, pero la proposición (3) lógicamente 
acarrea la proposición (6) y la proposición (7) lógicamente trae 
consigo la proposición (2). Estas implicaciones formalmente pueden 
establecerse por medio de nuestras reglas familiares de cuantifica- 
ción, permitiendo los símbolos “y” y “y” de las reglas para denotar 
las variables predicadas así como las variables individuales con las 


mismas restricciones sobre su aplicación, claro está. 
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Cuando las variables predicadas se introducen y se permite su 
cuantificación se puede dar una definición completamente simbólica, 
esto es, formal, para el símbolo de identidad. La definición es 


(x= y) = dfíFiEx= Fy) 
De esta definición tenemos 


GOyi(x = y) = (FX Fx = Fy)] 


como consecuencia lógica. Y de la última se pueden deducir todos 
los atributos de la relación de identidad. 


En su mayor parte, nuestra discusión precedente ha concernido 
solamente a los atributos de las cosas, Pero las cosas no son las 
únicas entidades que tienen atributos. En la Sec. 5.3 discutimos 
varios atributos que se pueden atribuir a, o predicar de, las relacio- 
nes. Y los atributos mismos pueden tener atributos: así el atributo 
de ser honesto tiene el atributo de ser deseable; una virtud (que es 
un atributo) puede a su vez tener el atributo de ser rara; y el atri- 
buto de ser desconsiderado tiene el atributo de ser común. 


Una vez que se ha notado que algunos atributos pueden predi- 
carse de otros atributos llega la tentación de predicar ciertos atribu- 
tos de sí mismos. Por ejemplo, el atributo de ser abstracto parece él 
mismo ser abstracto, mientras que el atributo de ser concreto no 
parece en sí, ser concreto. Cualquier atributo que se puede con 
verdad predicar de sí mismo se dirá que es un atributo predicable. 
Así, ser predicable es un atributo que pertenece a todos aquellos y 
solamente aquellos atributos que pueden ser predicados verdadera- 
mente de sí mismos, Por el otro lado, todo atributo que no puede ser 
verdadero predicado de sí mismo se dirá que es un atributo impre- 
dicable. Así, ser impredicable es un atributo que pertenece a todos 
aquellos y solamente aquellos atributos que no pueden ser verda- 
deros predicados de sí mismos. 


Si ahora nos preguntamos si el atributo de ser impredicable puede 
ser predicado verdaderamente de sí mismo o no puede serlo, llegamos 
a la siguiente conclusión triste. Si el atributo de ser impredicable 
puede ser predicado con verdad de sí mismo, entonces tiene el atri- 
buto de ser impredicable, de donde se sigue por definición que no 
puede ser verdaderamente predicado de sí mismo. Por el otro lado, 
si el atributo de ser impredicable no puede ser verdadero predicado 
de sí mismo, entonces como todos los otros atributos que no pueden 
ser verdaderos predicados de sí mismos, tiene el atributo de ser 
impredicable, lo cual quiere decir que puede ser verdadero predi- 
cado de sí mismo. Hemos así llegado a una contradicción. 
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La contradicción se puede derivar más claramente simbolizando 
el atributo de ser impredicable con “i” definiéndolo formalmente 
como 


IF = df —FF 


cuya definición tiene la siguiente proposición general como una 
consecuencia lógica inmediata: 


(FXIF= FF) 


De la última, por el principio de Instanciación Universal, podemos 
instanciar con respecto a “I” mismo para obtener 


H=-ug 
que es una contradicción explícita.* 


Se han propuesto muchos métodos para evitar estas contradic- 
ciones. Uno de los mejor conocidos es la Teoría (simple) de los Ti- 
pos Lógicos* de Russell de la que podemos dar la siguiente formula- 
ción general. De acuerdo con Russell las entidades se dividen en una 
jerarquía de tipos lógicos diferentes, el más bajo de los cuales 
consiste en todos los individuos, el siguiente en todos los atributos 
de individuos, el siguiente en todos los atributos de atributos de in. 
dividuos, el siguiente en todos los atributos de atributos de atribu- 
tos de individuos, y así sucesivamente. Las relaciones y sus atri- 
butos nos dan otras jerarquías que ignoraremos en esta discusión. 
El punto esencial en la teoría de los tipos no es meramente la 
división de todas las entidades en tipos lógicos diferentes sino 
la restricción de que cualquier atributo que pueda significativamente 
predicarse de una entidad de un tipo lógico no puede significativa- 
mente predicarse de cualquier entidad de cualquier otro tipo lógico. 
Para algunos atributos la teoría de los tipos parece perfectamente 


» Ver Principles of Mathematics, de Russell, Cambridge, Inglaterra, 1903, Págs. 79-80, 
97-98 y 102. Ver también Logical Syntox of Language, de Carnap, New York, 1937, Pág. 211. 

+ Russell formuló inicialmente su teoría de los tipos lógicos en el apéndice B de su 
Principles of Mathematics. Una versión más complicada de la teoría, escrita para atacar 
ciertos problemas de otra índole también, se presentará en el Apéndice C de este volumen. 
Vésse también “Mathematical Logic as Based on the Theory of Types” de Russell, 
American Journal of Mathematics, Vol. 30 (1908), Págs. 222.262, reimpreso en Bertrand 
Russell: Logic and Knowledge. Essays J901-1950, editado por Robert Charles Marsh, 
Londres, 1958 y el Cap. 2 de la Introducción a la primera edición de Principia Mathematica 
por Whitehead y Russell, Cambridge, Inglaterra, 1910-1913. El lector interesado debiera con- 
sultar también The Theory of Logical Types por Irvíng M. Copí, Londres, 1971, Routledge 
and Kegan Paul. La solución alternativa mejor comocida de la contradicción es la clase 
de teoría de conjuntos axiomática publicada primeramente por E. Zermelo en “Untersu- 
chugen úber die Grundlagen der Mengenlehre 1* Mathematische Annalen, Vol. 65 (1908), 
Págs. 261-281. El artículo de Zermelo fune traducido por S. Bauer-Mengelberg como 
“Investigations in the Foundations of Set Theory 1” en De Frege a Gódel por Jean vin 
Heijenoort, Cambridge, Mass., 1967. Una discusión brillante de estas alternativas puede 
encontrarse en Willard van Orman Quine, Set Theory and Its Logic, Cambridge, Mass,, 1963. 
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obvia. Así, una cosa individual puede ser de color naranja, pero cla- 
ramente no tiene sentido decir de algún atributo que es de color 
naranja. Y un atributo puede tener muchas instancias, pero no tiene 
sentido ní afirmar ni negar que una cosa individual tenga muchas 
instancias, 


La motivación primordial para aceptar la teoría de los tipos 
lógicos, sin embargo, no es ni su naturalidad ni su obviedad, sino el 
hecho que permite evitar contradicciones como la del pretendido atri- 
buto “impredicable”. De acuerdo con esta teoría el tipo de un 
atributo debe ser más alto que el tipo de cualquier entidad de la cual 
se pueda significativamente predicar. Consecuentemente, no tiene 
sentido ni afirmar ni negar de ningún atributo que pertenezca a sí 
mismo; expresiones como “FF” y “—FF” deben rechazarse por ca- 
rentes de significado. En consecuencia, no es posible definir el 
atributo “impredicable” y la contradicción desaparece. La versión 
de la teoría de los tipos que acabamos de bosquejar recibe a veces 
el nombre de “Teoría Simple de los Tipos” y es suficiente para des- 
cartar todas las contradicciones de esta índole. Tiene también cierta 
consonancia con el sentido común. No obstante, existen soluciones 
alternativas o maneras de evitar las contradicciones de modo que la 
teoría de los tipos lógicos no puede ser vista como la solución. Ha sido 
ampliamente aceptada, sin embargo, y aquí la seguiremos al intro- 
ducir un nuevo tipo de símbolo para representar atributos de atribu- 
tos de individuos, 


Algunas palabras tienen más de un solo significado, desde luego, 
y en cierto sentido designan un atributo de individuos y en otro sen- 
tido designan un atributo de atributos de individuos. Así, la palabra 
“raro” en un sentido designa un atributo de atributos de individuos: 
un atributo de individuos es raro si está ejemplificado por solamente 
unos cuantos individuos y en este sentido no se le puede afirmar o 
negar significativamente de los individuos mismos. Pero por otro 
lado, hay un sentido diferente de la palabra “raro” en el que designa 
un atributo de una masa individual de gas, y en este sentido no se 
le puede afirmar o negar significativamente de un atributo. Para 
evitar la ambigúedad simbolizamos los atributos de atributos de in- 
dividuos con letras mayúsculas negras cursivas “A”, “B”, “C”, ..., 
para evitar que se les confunda con atributos de individuos. Con- 
tando con esta nueva herramienta simbólica podemos traducir a 
nuestra notación proposiciones tales como “la impuntualidad es 
una falta” y “ser veraz es una buena cualidad”. Aquí usamos “Ux”, 
“Tx”, *FF”, “GF” para abreviar “x es impuntual”, “x es veraz”, 
“F es una falta” y “F es buena” y simbolizamos las dos proposiciones 
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enunciadas como “FU” y “GT”. También pueden simbolizarse pro- 
posiciones más complejas. Las proposiciones 


Todos los atributos útiles son deseables. 


Algunos atributos deseables no son útiles. 


se Pueden simbolizar usando los símbolos “UF” por “F es útil” y 
“DF” por “F es deseable”, como 


(EXUF > DF) 


(AFDF:—UF) 
Finalmente, la proposición 


Tomás tiene todas las buenas cualidades de su madre. 


se puede simbolizar usando los símbolos adicionales “t” por “Tomás” 
y “Mxy” por “x es madre de y”, como 


(FPAQGO[Mxt-(yíMyt DO y = x)* Fx*GF] > Ft) 


o como 


(3x)(Mat-(ykMyt > y = 3) (P)(Fx*GF) > Ft] 


EJERCICIOS 


l. Simbolizar las siguientes proposiciones: 


1. Nada tiene todos los atributos. 

2. Algunos atributos no pertenecen a nada. 

*3. No hay dos cosas que tengan todos sus atributos en común. 

4, Cualesquier dos cosas tienen algún atributo común. 

5. Napoleón tenía todos los atributos de un gran general. (n: Napoleón. 
Gx: x es un gran general.) 

*6. David tiene todos los defectos de su padre y ninguna de sus virtudes. 
(d: David, Fxy: x es padre de y. FF: F es un defecto. VF: F es una 
virtud.) 

7. Jones y Smith comparten todas sus buenas cualidades, pero no tienen 
malas cualidades en común. (j: Jones. s: Smith. BF: F es una buena 
cualidad. MF: F es una mala cualidad.) 

8. Nada que posea todos los atributos raros tiene un atributo ordinario. 
(RF: E es raro. OF: F es ordinario.) 

*9. Una persona que posea todas las virtudes es una persona virtuosa, 
pero hay personas virtuosas que no poseen todas las virtudes. (Mx: x 
es una persona. Vx: x es un individuo virtuoso. VF: F es una virtud.) 
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10. Cada cual tiene algún atributo no usual (o algún otro atributo no 


usual); sería no usual la persona que careciese de atributos no usua- 
les. (PX: x es una persona. Ux: x es un individuo no usual UF: F 
es un atributo no usual.) 


11. Demostrar las siguientes: 


1. 
22. 
3. 
4. 
5. 


*6. 
7. 


[(A(PME)= (FI 
(QYPE =(GP)13IFx) 
[GF > (PIDF] 
[(GP)(OF1] > [10(3P)Fx] 

(GREG NRIY] > (DAYNAR Ry) 


Toda relación (diádica) que sea transitiva e irreflexiva es asimétrica. 
Todas las relaciones diádicas intransitivas son irreflexivas. 


8. Cualquier relación diádica que tenga todo individuo con algún indivi- 


12. 


13. 


duo (o algún otro) es totalmente reflexiva si es tanto simétrica como 
transitiva. 


. De la premisa “(x)MyM(xr = y) =(F)MFx=Fy)” (que es verda- 


dera por definición), deducir que la relación de identidad es simé- 
trica no usando el principio Id. 


. A partir de la misma premisa de 9 y bajo la misma restricción dedu- 


cir que la relación de identidad es totalmente reflexiva. 


, De la misma premisa que el ejercicio 9 y con la misma restricción 


deducir que la relación de identidad es transitíva. 


Si los círculos son elipses, entonces los círculos tienen todas las pro 
piedades de las elipses. 


Todas las relaciones (diádicas) que son tanta simétricas como transi- 
tivas son reflexivas. 


Sistemas Deductivos 


6.1. Definición y Deducción 


En los capítulos precedentes se ha presentado cierto número 
de principios de la lógica. Estos principios constituyen ciertos 
conocimientos respecto a la lógica, pero no constituyen una ciencia 
de la lógica, pues una ciencia es conocimiento organizado. De nin- 
guna simple lista o catálogo de verdades se dirá nunca que consti- 
tuye un sistema de conocimiento o una ciencia. Tenemos conoci- 
miento científico sólo cuando las proposiciones que presentan lo que 
sabemos están organizadas de manera sistemática, para exhibir sus 
relaciones mutuas. Si un sistema de la lógica o una ciencia de la 
lógica o una ciencia de los principios lógicos es lo que debe llevarse 
a cabo, dichos principios deberán estar arreglados u organizados de 
manera sistemática. Esta es la tarea que intentaremos, en una escala 
limitada, en los siguientes capítulos. Pero antes será de interés con- 
siderar las cuestiones generales acerca de cuáles de las interrela- 
ciones son importantes y cómo se pueden organizar las proposiciones 
en un sistema o ciencia. 

Todo conocimiento que poseemos se puede formular en propo- 
siciones y estas proposiciones están formadas por términos. En 
cualquier ciencia, algunas proposiciones pueden deducirse de otras 
proposiciones o demostrarse con base en ellas. Por ejemplo, las leyes 
de Galileo de la caída libre de los cuerpos y las leyes del movimiento 
planetario de Kepler; todas se pueden derivar de las leyes de Newton 
sobre la gravitación y el movimiento, y el descubrimiento de estas 
interrelaciones deductivas fue una fase excitante en el desarrollo de 
la ciencia de la física. Así, una relación importante entre las pro- 
posiciones de una ciencia es la deducibilidad. Las proposiciones que 
dan cuerpo al conocimiento respecto a una materia llegan a ser una 
ciencia de esta materia cuando se las arregla u ordena exhibiendo 
algunas de ellas como conclusiones deducidas de las otras. 
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En cualquier ciencia, ciertos términos involucrados en sus propo- 
siciones pueden definirse basándose en otros términos, Por ejemplo, 
en la Física, la densidad se define como la masa por unidad de 
volumen, la aceleración se define como la razón de cambio de la 
velocidad con respecto al tiempo, y la velocidad a su vez se define 
como la razón de cambio de la posición respecto al tiempo. Esta defi- 
nición de unos términos por medio de otros también sirve para re- 
velar interrelaciones de las proposiciones. Muestra cómo conciernen 
a una materia común e integra los conceptos de la ciencia como las 
deducciones integran sus leyes o enunciados. Las proposiciones que 
dan cuerpo al conocimiento llegan a ser una ciencia, en parte, cuan- 
do algunas de las palabras o símbolos que contienen se definen en 
términos de sus otros símbolos. 

El reconocimiento de la importancia de la definición y de la 
deducción, para cualquier ciencia, puede sugerir un ideal para los 
sistemas científicos. Se puede imaginar que en una ciencia ideal 
todas las proposiciones debieran demostrarse, deduciéndolas de otras, 
y todos los términos debieran definirse. Pero esto sería “ideal” sólo 
en el sentido de que es de realización imposible. Los términos se 
pueden definir sólo por medio de otros términos cuyo significado 
se presupone y deben estar entendidos previamente si se quiere que 
las definiciones expliquen los significados de los términos que se 
definen. Y las deducciones pueden establecer sus conclusiones sólo 
basándose en las premisas que deberán haber sido verificadas antes, 
si las conclusiones realmente han de quedar establecidas por las 
demostraciones. Por lo tanto, si todos los términos o símbolos de un 
sistema han de definirse dentro del sistema, debe haber o sucesiones 
infinitas de definiciones o definiciones circulares, como en un diccio- 
nario de bolsillo que define la palabra “amplio” con significado 
extenso y la palabra “extenso” como amplio. Es obvio que las defi- 
niciones circulares no tienen valor como explicaciones, y las suce- 
siones infinitas de definiciones tampoco tienen valor, pues ningún 
término quedará verdaderamente explicado sino hasta alcanzar el 
final y una sucesión infinita no tiene fin. De manera semejante, 
para demostrar todas las proposiciones deberá haber regresiones ín- 
finitas de demostraciones o demostraciones circulares. Y éstas no 
son menos objetables, 

Debe admitirse que dentro de un sistema de proposiciones que 
constituye una ciencia no todas las proposiciones pueden demostrarse 
y no todos los términos pueden definirse, No es que haya alguna 
proposición en particular que no se pueda demostrar o algún tér- 
mino en particular que no se pueda definir sino que no se pueden 
demostrar todas o definir todos sin una regresión o una circularidad 
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viciosa. El ideal de la ciencia, entonces, no puede ser un sistema 
en el que cada proposición se demuestre y cada término se defina 
sino que es una en que un número mínimo de proposiciones bastan 
para la deducción del resto de ellas y un número mínimo de tér- 
minos son suficientes para definir todos los demás. Este ideal del 
conocimiento se describe como un sistema deductivo. 


6.2. La Geometría Euclidiana 


La geometría Euclidiana constituye el más antiguo de los ejem- 
plos de conocimiento sistematizado o ciencia, Además de su propio 
interés histórico e importancia, tiene la ventaja (para nosotros) de 
ser un ejemplo con el que el lector ya ha entrado en contacto en la 
escuela secundaria. 


Se reconoce generalmente que la geometría como ciencia fue ori- 
ginada y desarrollada por los griegos. Entre las contribuciones más 
importantes a su desarrollo se cuentan las de los matemáticos Pitá- 
goras y Euclides, Pero los egipcios, milenios antes, poseían ya las ver- 
dades geométricas como lo atestiguan sus pirámides que ya eran 
antiguas en el tiempo de Pitágoras (siglo vi a. de J.C.). Hay eviden- 
cia de que los babilonios, muy anteriores, estaban familiarizados con 
varios principios de la geometría. Si el conocimiento geométrico ya 
existía antes de su tiempo, ¿en qué sentido fueron los griegos los que 
originaron la ciencia de la geometría? La respuesta ya la hemos indi- 
cado. Antes de Pitágoras el conocimiento geométrico del hombre con- 
sistía en una colección o catálogo de hechos casi completamente 
desconectados unos de otros. Las verdades geométricas sólo consti- 
tuían una lista de reglas empíricas útiles para la medición de las 
tierras o la construcción de puentes y edificios, y no había sistema en 
su conocimiento de las verdades geométricas. Al introducir el orden 
en esta materia, los griegos la transformaron de una colección de 
hechos aislados de conocimiento en una ciencia. 

El sistema fue introducido en la geometría mediante la deducción 
de algunas de sus proposiciones a partir de otras. Las proposicio- 
nes de la geometría fueron ordenadas enlistando antes aquellas que 
pudiesen usarse como premisas en las demostraciones de las que se 
escribían a continuación. Esta sistematización de la geometría la 
inició Pitágoras y la continuaron sus seguidores. Culminó en los 
Elementos de Euclides (alrededor de 300 a. de J.C.), en donde todas 
las proposiciones geométricas fueron ordenadas comenzando por los 
axiomas, las definiciones y los postulados, y continuando con 
los teoremas deducidos de las proposiciones iniciales. La geometría fue 
plasmada en la forma de un sistema deductivo por los griegos. Suyo 
es el primer sistema deductivo que se ideó y tan grande fue este logro 
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que ha servido como modelo para el pensamiento científico desde 
entonces hasta nuestros días. Todavía hoy las ciencias más avanza- 
das son las que más se aproximan a la forma de un sistema deduc- 
tivo. Estas son las ciencias que han alcanzado un número relativa- 
mente pequeño de principios muy generales de los cuales se derivan 
un número relativamente grande de otras leyes y casos especiales. 
Ciertas partes de la física se han formulado como sistemas deductivos 
y también se han hecho intentos semejantes, con resultados un tanto 
menos impresionantes, en partes de la biología y de la psicología. Tal 
vez el más audaz de los intentos hechos en esta dirección fue el de 
Spinoza, cuyo trabajo más importante, la Etica, fue escrito en forma 
“geométrica”. Partiendo de axiomas y definiciones, Spinoza intentó 
deducir el resto de sus doctrinas metafísica y ética como teoremas 
demostrables fundados en estos supuestos iniciales. 

Euclides inicia su geometría con las definiciones de algunos tér- 
minos que usa en su desarrollo. Así, la Definición 1 dice: “un punto 
es aquello que no tiene partes”, y la Definición 2 dice: “una línea es 
longitud sin ancho”. Euclides no intenta definir todos sus términos, 
desde luego. Las dos primeras definiciones definen respectivamente 
los términos “punto” y “línea”. Las palabras usadas en esas defini- 
ciones, tales como “partes”, “longitud” y “ancho”, no se definen sino 
que para Euclides se cuentan entre los términos indefinidos del sis- 
tema. Al introducir nuevos términos sus definiciones usan los tér- 
minos previamente defiridos tanto como los originales indefinidos. 
Así, la Definición 4 es: “Una línea recta es... [una línea] ... que 
yace igualmente entre sus puntos extremos”;* no sólo usa términos 
indefinidos como “igualmente” y “entre” sino también los definidos 
previamente, “punto” y “línea”. 

El uso de los términos definidos es, desde el punto de vista de la 
lógica, sólo cuestión de conveniencia. Teóricamente, toda proposición 
que contiene términos definidos puede traducirse a una que sólo 
contenga términos indefinidos reemplazando cada aparición de un 
término definido por la secuencia de términos indefinidos usada para 
definirlo. Por ejemplo, el Postulado 1: “Se supone que de un punto 
a otro cualquiera es posible trazar una línea recta”, que contiene los 
términos definidos “recta”, “línea” y “punto” puede expresarse sin 
usar esos términos definidos, como: “Supóngase que se puede trazar 
una longitud sin anchura que yazca igualmente entre sus partes ex- 
tremas que (en sí mismas) no tienen partes, de cualquier cosa que 
no tenga partes a cualquier otra cosa que no tenga partes”. Pero esta 
versión del postulado es extremadamente torpe. Aunque en teoría se 
les puede eliminar, en la práctica se hace una economía considerable 


2 Estas son citas de “Las Geometrías no Euclidianas” por L. Santaló. (N. del T.) 
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de espacio, tiempo y esfuerzo usando términos definidos relativa- 
mente breves en vez de largas secuencias o combinaciones de los 
indefinidos. 

Al establecer su sistema deductivo de la geometría, Euclides di- 
vidió sus proposiciones indefinidas en dos grupos, llamado el uno de 
los “Axiomas” y el otro, de los “Postulados”. No obstante, él no dio 
razón para hacer esta división, y no parece haber una base clara para 
distinguirlos. Es posible que le pareciera que unos eran más gene- 
rales que otros o psicológicamente más obvios. En nuestros días, se 
ha optado por no hacer la distinción, sino considerar todas las propo- 
siciones iniciales no demostradas de un sistema deductivo en una 
misma categoría o posición y referirse a todas, indiferentemente, 
como “axiomas” o como “postulados” sin diferenciar los significados 
de esos dos términos. 

Todo sistema deductivo, bajo pena de caer en un círculo o regre- 
sión viciosa, debe contener algunos axiomas (o postulados) que se 
suponen, pero no se demuestran en el sistema. No es necesario que 
se trate de suposiciones precarias o meras suposiciones. Puede ser 
que se les establezca con un gran cuidado y de manera muy convin- 
cente, pero no se les demuestra dentro del sistema mismo. Todo argu- 
mento con el que se intente establecer la verdad de los axiomas está, 
definitivamente, fuera del sistema, es decir, que es extrasistemático. 

El concepto antiguo de la geometría euclidiana no sólo sostenía 
que todos los teoremas se seguían lógicamente de los axiomas y, 
por tanto, eran tan verdaderos como los axiomas, sino también que 
los axiomas eran autoevidentes. En esta tradición, todo enunciado 
es considerado “axiomático” cuando su verdad está más allá de cual- 
quier duda, siendo evidente en sí mismo y no requiriendo demostra- 
ción alguna. Sin embargo, por lo que hemos dicho se debería ver con 
claridad que nosotros no usamos la palabra “axioma” en ese sentido. 
No se pretende aquí que los axiomas de un sistema cualquiera sean 
verdaderos de manera autoevidente. Toda proposición de un sistema 
deductivo que se suponga, sin demostración en el sistema, es un 
axioma de ese sistema. Este punto de vista moderno ha surgido en 
gran medida como consecuencia del desarrollo histórico de la geo- 
metría y la física. 

Por mucho tiempo se creyó en la verdad autoevidente de los axio- 
mas (y los postulados ) euclidianos. Pero no era una creencia que se 
tomara en forma muy entusiasta. La mayor parte de los axiomas, 
como el Axioma 9: “El todo es mayor que su parte”, no se discutían; 
pero aunque no se dudase de la verdad del Axioma 12 (el famoso 
“Postulado de las paralelas”), la “autoevidencia” del mismo era objeto 
de muchas dudas. El Axioma 12, dice: “Si una línea recta encuentra 
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dos líneas rectas, de modo que la unión de los dos ángulos internos 
del mismo lado sea menor que dos ángulos rectos, estas dos líneas 
rectas, prolongadas suficientemente y de manera continua, se encon- 
trarán del lado en que se encuentran los ángulos interiores cuya unión 
es menor que dos ángulos rectos”.* Proclo, un filósofo neoplatónico 
del siglo v a. de J.C., escribió el siguiente comentario: “Este debiera 
quitarse de los postulados, pues es un teorema de mucha dificul- 
tad...”? Es decir, que sin poner en duda que fuera verdadero, se 
negaba que fuera autoevidente, lo que se consideraba una razón 
suficiente para relegarlo de su elevada posición de axioma a la menos 
elevada posición de nada más que un teorema. 

La historia de las matemáticas está llena de intentos para de- 
mostrar que la proposición citada es un teorema, ya sea deduciéndola 
de los otros axiomas de Euclides, o de dichos axiomas completados 
con algún supuesto adicional más cercano a la “autoevidencia”. Nin- 
guno de los intentos de esta última clase prosperó, porque todo su- 
puesto adicional o alternativo al postulado de las paralelas, suficien- 
temente fuerte para demostrar el postulado de las paralelas, resultó 
que no era más autoevidente que la hipótesis del mismo Euclides. La 
primera clase de intento también fracasó; simplemente no era posible 
deducir el postulado de las paralelas a partir de los otros. El intento 
más fructífero fue el del matemático italiano Gerolamo Saccheri 
(1667-1733) que sustituyó el postulado de las paralelas por otros 
supuestos, contrarios, y después trató de deducir una contradicción 
del conjunto de los otros postulados de Euclides y este sustituto. Si 
hubiese tenido éxito, habría logrado una demostración por reducción 
al absurdo del postulado de las paralelas. Dedujo muchos teoremas 
que consideró absurdos porque eran ajenos al sentido común o 
la intuición geométrica ordinaria. Así, creyó alcanzar el éxito en la 
demostración del postulado de las paralelas y en “Teivindicar a Eucli- 
des”. Pero los teoremas que dedujo, “absurdos” en el sentido de que 
violan las intuiciones geométricas ordinarias, no eran absurdos en el 
sentido matemático lógico de ser autocontradicciones. En vez de 
demostrar el postulado de las paralelas, lo que hizo (sin saberlo) 
Saccheri fue algo más importante: establecer y desarrollar, por pri- 
mera vez, un sistema de geometría no euclidiana. 

El postulado de las paralelas es, de hecho, independiente de los 
otros postulados euclidianos —pero esto no se demostró sino hasta 

1 Aparece como el Postulado 5 en The Thirteen Books of Euclid's Elements, Cambridge, 
Inglaterra, Cambridge University Press, 1926. Puede consultar las Págs. 202 y sigulentes del 


Vol. I de esta obra el lector interesado en un buen estudio de la historía del postulado de las 
paralelas. 


2 Misma obra, Pág. 202. 
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los tiempos modernos—-. Es independiente de los otros postulados en 
el sentido de que ni el postulado ni su negación es deducible de ellos. 
Lobachevsky y Riemann son los matemáticos más notables que desa- 
rrollaron los sistemas alternativos de geometría, las geometrías no 
euclidianas. A éstas se las consideró por mucho tiempo como ficcio- 
nes ingeniosas, nada más que juegos matemáticos, en contraste con 
la geometría euctidiana que era “verdadera” respecto al espacio que 
nos rodea. Pero las investigaciones astronómicas posteriores, siguien- 
do los lineamientos dados por Einstein en su teoría de la relatividad 
tienden a mostrar que ——hasta donde el problema es significativo--- 
el espacio “real” o físico es más probablemente no euclidiano que 
euclidiano. En todo caso, la verdad o falsedad de sus axiomas es una 
cuestión puramente externa de cualquier sistema deductivo. La verdad 
de sus proposiciones es una consideración extrasistemática. Es sin 
duda importante en cuanto que un sistema deductivo es conocimiento 
ordenado; pero cuando concentramos nuestra atención en el sistema 
como tal, el orden es su característica más importante. 


Desde el punto de vista puramente matemático o lógico, un siste- 
ma deductivo puede ser visto como un argumento vasto y complejo. 
Sus premisas son los axiomas, y su conclusión, la conjunción de 
todos los teoremas deducidos. Como ocurre con cualquier otro argu- 
mento, la cuestión lógica no atañe a la verdad o falsedad de sus pre- 
misas, sino a la validez de la inferencia. Concediendo que los axio- 
mas sean verdaderos, ¿necesariamente se infiere la verdad de los 
teoremas? Es este el asunto que concierne al lógico y al matemático. 
La respuesta es, desde luego, afirmativa —si las demostraciones de 
los teoremas son todos argumentos válidos—-. Luego el aspecto más 
importante de cualquier sistema deductivo es la solidez de los argu- 
mentos que constituyen sus teoremas. En el desarrollo riguroso de 
los sistemas deductivos, haciendo abstracción de la explicación extra- 
sistemática de sus términos indefinidos, es obvio que la cuestión de 
verdad o falsedad no tiene cabida. 


6.3. Sistemas Deductivos Formales 


El sistema de geometría establecido por Euclides en sus Elemen- 
tos contiene errores serios. De hecho, hay un error en su primera 
demostración. El defecto de esta demostración, de manera paradó- 
jica, es resultado del mucho saber del geómetra Euclides. No sólo 
hacía referencia a sus axiomas explícitamente enunciados como pre- 
misas, sino que también se basaba en lo que podría llamarse su in- 
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tuición geométrica.? Cuando una cadena de argumento involucra 
nociones familiares, hay siempre el peligro de suponer más de lo que 
permiten suponer las premisas explícitamente enunciadas. Esto es 
grave en el desarrollo de un sistema deductivo, en particular, porque 
cualquier sistematización que haga uso de supuestos nuevos y no 
reconocidos, en la dedución de los teoremas, por ese hecho fracasa 
en el logro de su objetivo, En un sistema deductivo los teoremas de- 
ben deducirse rigurosamente a partir de los postulados enunciados. 
Si no se hace así, no importa qué tan verdaderos sean, el resultado 
no alcanza el objetivo de la sistematización. 

Como los lapsos en el pensamiento riguroso son causados con más 
frecuencia por exceso de familiarización con el tema, los matemá- 
ticos han encontrado que es útil reducir al mínimo o incluso eliminar 
esta familiarización con el tema, y de este modo lograr más rigor. 
En el caso de la geometría, este fin se alcanza abstrayendo de los 
significados de las palabras geométricas tales como “punto”, “línea” 
y “plano”, y desarrollando los teoremas como consecuencias pura- 
mente formales de los postulados. Las palabras geométricas fami- 
líares, con todas sus asociaciones y sugestiones, se reemplazan por 
símbolos arbitrarios. En vez de los sistemas deductivos admitida y 
explícitamente concernientes a las entidades geométricas, hoy en día 
los matemáticos desarrollan sistemas deductivos formales cuyos tér- 
minos primitivos o indefinidos incluyen símbolos arbitrarios, no in- 
terpretados, que por lo regular son letras de los alfabetos griego y 
latino, Puesto que los términos indefinidos de un sistema deductivo 
formal incluyen símbolos arbitrarios, sus postulados no son proposi- 
ciones en lo absoluto, sino fórmulas y lo mismo son los teoremas. 

Puede haber relaciones deductivas entre las fórmulas, como las 
hay entre las proposiciones. Así, la fórmula: “Todos los F son H” 
es lógicamente deducible de las fórmulas “todos los F son G” y “todos 
los G son H”. Puesto que los postulados y los teoremas de un sistema 
deductivo formal son fórmulas y no proposiciones, las demostraciones 
de los teoremas se pueden llevar a cabo sin el estorbo de las asocia- 
ciones familiares y los supuestos inconscientes. Además, como las 
fórmulas no son proposiciones, no se presenta la cuestión de su 
verdad, que no viene al caso. 


Lo que se gana con el desarrollo formal de los sistemas deductivos 
es más que rigor. Como algunos de los símbolos de un sistema de- 
ductivo formal son símbolos arbitrarios no interpretados, es posible 


3 La demostración de Euclides y una breve discusión del error cometido pueden hallarse 
en las Págs, 241.243 del Vol. 1 de The Thirteen Books of Euciid's Elements, por Heath, obra 
anteriormente citada. Un ejemplo de la manera en que el mismo tipo de error puede lleyar a 
conclusiones que son falsas aun autocontradictorias puede verse en las Págs. 77-78 de Mathe- 
matical Recrations and Essays, por W. W. Rouse Ball, New York, The Macmillan Co., 1940. 
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darles interpretaciones diferentes. Y puesto que los teoremas son 
consecuencias formales de los axiomas, cualquier interpretación de 
los símbolos arbitrarios que haga verdaderos los axiomas necesaria- 
mente (verificará) hará verdaderos los teoremas, La ventaja adicio- 
nal de la generalidad es entonces otra ganancia obtenida por el 
desarrollo formal de los sistemas deductivos. Aclaremos con un ejem- 
plo. Dados algunos conocimientos de astronomía, puede desearse es- 
tablecer un sistema deductivo para ese tema. Con el fin de evitar los 
errores que la familiarización con el tema podría inducir en las de- 
ducciones de los tepremas a partir de los axiomas elegidos, puede 
desarrollarse el sistema formalmente. En vez de tomar, digamos, 
“estrellas” y “planetas” entre los términos indefinidos, se pueden 
tomar “Aes” y “Bes”, Los axiomas y teoremas contendrán estos sím- 
bolos, y cuando se haya desarrollado el sistema, todas sus fórmulas 
se podrán interpretar tomando el símbolo “A” como representante de 
estrellas y el símbolo “B” como representante de planetas. Ahora bien, 
si los axiomas son verdaderos al ser así interpretados, también deben 
serlo los teoremas, y el sistema formal con esta interpretación va a 
constituir una ciencia o sistema deductivo de la astronomía. Pero tal 
vez puedan encontrarse otras interpretaciones de los símbolos “A” y 
“B” que también hagan verdaderos los axiomas (y luego también los 
teoremas). Las fórmulas del sistema podrían convertirse en enun- 
ciados diferentes, pero tan verdaderos designando con “A” los núcleos 
atómicos y con “B”, los electrones. Si esto fuera posible (y en cierta 
etapa de la historia de la física atómica pareció muy plausible), el 
sistema formal original con esta segunda interpretación constituiría 
una ciencia o sistema deductivo de la física atómica. Luego, desarro- 
llar formalmente un sistema deductivo, esto es, no interpretando sus 
términos indefinidos sino hasta después de haber deducido los teore- 
mas, no sólo ayuda a alcanzar el rigor en su desarrollo, sino que logra 
una mayor generalidad por la posibilidad de encontrar interpreta- 
ciones alternativas para el mismo (y otras aplicaciones). Esta clase 
de ventaja suele darse en las matemáticas puras. Por ejemplo, el 
mismo sistema deductivo formal se transformará en la teoría de los 
números reales mediante una interpretación de sus símbolos primi- 
tivos, por un lado y en la teoría de los puntos de una línea recta, 
por el otro. Ese hecho proporciona el fundamento teórico para la 
rama de las matemáticas que se llama Geometría Analítica. 

Como aquí se usa, el término sistema deductivo formal es sim- 
plemente un sistema deductivo, que consiste en axiomas y teoremas, 
algunos de cuyos términos indefinidos o primitivos son símbolos ar- 
bitrarios cuya interpretación es completamente extrasistemática. 
Además de esos términos indefinidos especiales, y otros que se defi- 
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nen por medio de ellos, las fórmulas (axiomas y teoremas) del 


« 


sistema sólo contienen términos lógicos tales como “sí... enton- 
ces...”, “y”, “o”, “no”, “todos”, “son” y semejantes, y posiblemente 
(a menos que el sistema se destine a la aritmética) términos aritmé- 


ticos tales como “suma” y “producto” y símbolos numéricos. 


6.4. Atributos de los Sistemas Deductivos Formales 


Por lo común, aunque no siempre, se establece un sistema de- 
ductivo formal con alguna interpretación particular “en mente”. Es 
decir, que el investigador posee cierto conocimiento de alguna ma- 
teria, y desea establecer un sistema adecuado para expresarlo. Cuando 
el sistema formal ha sido construido, naturalmente surge la pregunta 
de si es adecuado para la formulación de todas las proposiciones 
que con él se intenta expresar. Si lo es, puede llamársele “ex- 
presivamente completo” con respecto a esa materia. Estamos discu- 
tiendo lo que puede decirse en el sistema, no lo que puede demos- 
trarse. Con respecto a algún tema dado, un sistema deductivo formal 
es “expresivamente completo” cuando es posible asignar significados 
a sus términos indefinidos de modo que toda proposición respecto a 
esa materia puede expresarse como una fórmula del sistema. El que 
las proposiciones verdaderas puedan demostrarse como teoremas o no 
es Cuestión que se estudia más adelante. 

Un sistema se dice que es inconsistente si dos fórmulas, una de 
las cuales es la negación o contradicción de la otra, pueden ambas 
dernostrarse como teoremas dentro del sistema, Un sistema es com- 
sistente si no contiene fórmula alguna en que tanto la fórmula como 
su negación sean demostrables como teoremas, dentro del mismo. 
Como se vio en el Cap. 3, una contradicción trae consigo cualquier 
proposición, De manera que una definición deductiva o criterio de 
consistencia se puede formular como sigue: un sistema es consis- 
tente sí contiene (es decir, puede expresar) una fórmula no de- 
mostrable como teorema dentro del mismo sistema. Esto se conoce 
como el “criterio de consistencia de Post”, que fue enunciado por el 
matemático y lógico norteamericano E. L. Post. La consistencia 
es de fundamental importancia. Un sistema deductivo inconsistente 
no tiene ningún valor, pues todas sus fórmulas son demostrables 
como teoremas, incluyendo las que son negaciones explícitas de 
otras. Cuando los términos indefinidos son dotados con significados, 
estas fórmulas contradictorias se convierten en proposiciones contra- 
dictorias y no pueden ser verdaderas. Y como no pueden ser verda- 
deras, no pueden servir como sistematización del conocimiento 
——pues el conocimiento sólo se expresa en proposiciones verdaderas. 
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Si se logra deducir una fórmula tanto como su negación, como 
teoremas de un sistema, se ha demostrado que el sistema es incon- 
sistente, Pero si se trata, sin éxito, de hacerlo, no por eso se ha 
demostrado la consistencia del sistema, pues el hecho puede haber 
reflejado, nada más, una falta de ingenio de parte del investigador 
al construir demostraciones. ¿Cómo puede entonces establecerse la 
consistencia de un sistema? Un método de demostración de la con- 
sistencia de un sistema deductivo formal es encontrar una inter- 
pretación del mismo en la que todos sus axiomas y teoremas son 
proposiciones verdaderas. Como sus teoremas son consecuencias 
lógicas de sus axiomas, cualquier interpretación que haga verda- 
deros sus axiomas también hará verdaderos sus teoremas. Así que, 
para demostrar la consistencia de un sistema es suficiente encontrar 
una interpretación en la que todos sus axiomas sean verdaderos. 


Los axiomas de un sisterna deductivo se dice que son independien- 
tes (o que exhiben independencia) si ninguno de ellos puede dedu- 
cirse como teorema, de los otros. Un sistema deductivo que no es 
consistente es lógicamente cuestionable y de ningún valor, pero 
no hay objeción lógica que hacer a un sistema deductivo cuyos axio- 
mas no son independientes. Pero a menudo parece que el hacer más 
supuestos de los necesarios para el desarrollo de un sistema es extra- 
vagante, poco elegante, y debiera evitarse, Cuando no sea necesario 
suponer una fórmula como axioma, y se le pueda demostrar como 
un teorema, debiera demostrársele y no suponérsele, por “economía”. 
Un conjunto de axiomas no independientes se denomina “redundan- 
te”, Un conjunto redundante de axiomas es poco elegante desde el 
punto de vista estético, pero no es lógicamente “malo”. 


Si se puede deducir uno de los axiomas de un sistema basándose 
en los axiomas restantes, se ha mostrado que el conjunto de axiomas 
es redundante. Pero si uno intenta sin éxito deducir cualquiera de los 
axiomas basándose en los restantes, no por eso se habrá mostrado su 
independencia, pues el no lograr una demostración puede no ser sino 
consecuencia del poco ingenio del investigador. Para demostrar que 
algún” axioma en particular es independiente de los demás, es sufi- 
ciente encontrar una interpretación que haga falso al axioma en 
cuestión y verdaderos los restantes. Una interpretación tal demos- 
trará que el axioma en cuestión no es deducible, como teorema, de 
los restantes, porque si lo fuera sería verdadero en cualquier asig- 
nación de significados que hiciera verdaderos a los demás. Si para 
cada axioma es posible encontrar una interpretación tal, esto demos- 
trará que el conjunto de axiomas es independiente. 
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La noción de compleción (o completud) deductiva es muy im- 
portante. El término “compleción”* se usa en varios sentidos, En el 
menos preciso de los sentidos podemos decir que un sistema deduc- 
tivo es completo si todas las fórmulas deseadas se pueden demostrar 
dentro del mismo. Podemos tener un criterio extrasistemático para 
la verdad de las proposiciones respecto a la materia para la que fue 
construido el sistema deductivo. Si lo tenemos, entonces podemos 
llamar completo al sistema cuando todas sus fórmulas que se con- 
vierten en proposiciones verdaderas en la interpretación que se pro- 
pone son fórmulas demostrables o teoremas del sistema. (En cual- 
quier sentido del término, un sistema inconsistente será completo, 
pero en vista de que los sistemas inconsistentes no tienen ningún 
valor nos limitaremos al estudio de los sistemas consistentes. ) 

Hay otro concepto de la propiedad de ser completo y que se puede 
explicar como sigue. Cualquier sistema deductivo formal tendrá 
cierta colección de términos especiales indefinidos o primitivos. Como 
cualesquier términos que se pueden definir dentro del sistema son 
teóricamente eliminables, al ser reemplazables en cualquier fórmula 
en que aparezcan por la secuencia de los términos indefinidos por 
medio de la cual se les definió, por el momento ignoraremos los tér- 
minos definidos. Todas las fórmulas que no contengan términos que 
no sean estos términos indefinidos especiales (y términos lógicos) 
se pueden expresar en el sistema. Podemos hablar de la totalidad de 
los términos indefinidos como la base del sistema y las fórmulas 
expresables en el sistema son las fórmulas construidas sobre esa base. 
En general, la totalidad de las fórmulas construidas sobre la base de 
un sistema dado se pueden dividir en tres grupos: primero, todas las 
fórmulas demostrables como teoremas dentro del sistema; segundo, 
todas las fórmulas cuya negación es demostrable dentro del siste- 
ma; y tercero, el de toda fórmula tal que ni ella ni su negación es 
demostrable dentro del sistema. Para los sistemas consistentes los 
dos primeros grupos son ajenos entre sí, es decir, que no tienen 
fórmulas en común. Todo sistema cuyo tercer grupo esté vacío, 
sin fórmulas contenidas en él, se dice que es deductivamente com- 
pleto. Otra manera de expresar este sentido de la compleción es 
decir que toda fórmula del sistema es tal que o ella o su negación 
son. demostrables como teoremas (no ambas). 

Otra definición de la “compleción” implicada por la anterior, pero 
que no le es equivalente, es que un sistema deductivo es completo 
cuando toda fórmula que se construye sobre su base o es un teorema 
o entonces al agregarla como axioma se haría el sistema incon- 
sistente. 

* Acción y efecto de completar. (N. del T.) 
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Un ejemplo de un sistema deductivo incompleto sería la geometría 
euclidiana menos el postulado de las paralelas. Pues el postulado de 
las paralelas es él mismo una fórmula constructible sobre la base del 
sistema euclidiano, pero ni este postulado ni su negación son dedu- 
cibles de los demás postulados. Queda claro que aunque ser com- 
pleto es un atributo importante de un sistema deductivo, un sisterna 
deductivo incompleto puede ser muy interesante y valioso. Pues al 
ustudiar el sistema incompleto de la geometría euclidiana sin el pos- 
tulado de las paralelas, podemos descubrir las propiedades que el 
espacio posee independientemente de la cuestión de que sea eucli- 
diano o no euclidiano. De manera más prudente y tal vez menos 
equívoca puede formularse el mismo asunto diciendo que al investi- 
gar el sistema incompleto podemos descubrir las características co- 
munes a las geometrías euclidiana y no euclidiana. No obstante, para 
muchos propósitos se prefiere un sistema completo. 


6.5. Sistemas Logísticos 


El más importante de los atributos de un sistema deductivo es el 
rigor. Un sistema tiene rigor cuando no se afirma que una fórmula 
es un teorema si no la implican los axiomas. El rigor es lo que se 
persigue al tomar símbolos arbitrarios antes que símbolos familiares 
para representar los términos primitivos o indefinidos, y el desarrollo 
formal tiene el mismo propósito. Si se enlistan con claridad todos los 
términos indefinidos y se enuncian explícitamente todos los axiomas 
usados como premisas para los teoremas, se ayudará a especificar 
con precisión cuáles fórmulas han de tomarse como teoremas y cuá- 
les no. Con el énfasis en el rigor que ha caracterizado al periodo 
moderno, los matemáticos críticos han visto que no basta con esto. 
Alcanzar el rigor requiere aún más. 

Un sistema es riguroso sólo cuando sus teoremas se han demos- 
trado lógicamente, o reducido lógicamente de los axiomas. Se ha 
descubierto que por muy claramente que se hayan enunciado los 
axiomas, un sistema formal carece de rigor si no se especifica tam- 
bién, precisamente, la noción de demostración o prueba* lógica o 
derivación lógica. Todos los sistemas deductivos de la clase mencio- 
nada, aun los sistemas deductivos formales que contienen términos 
lógicos además de sus símbolos especiales no interpretados, depen- 
den para su desarrollo de la “lógica ordinaria”. Suponen la lógica, en 
el sentido de que sus teoremas se supone que lógicamente siguen de 
sus axiomas. Pero no especifican lo que es esta “lógica”. Luego, todos 


* “Prueba” y “demostración” no son exactamente sinónimos. En el capítulo siguiente 
se aclara esto. (N. del T.) 


198 Sistemas Deductivos 


los sistemas deductivos anteriores, para la geometría, la fisica, la 
psicología o disciplinas semejantes, contienen supuestos ocultos que 
no se enuncian explícitamente. Estos supuestos ocultos son las reglas 
o principios de la lógica a los que se recurre al construir las demos- 
traciones o deducciones de los teoremas. Luego, tales sistemas deduc- 
tivos no alcanzan el rigor completo, pues no se reconocen todas sus 
presuposiciones. Por lo tanto, sus desarrollos no son enteramente 
rigurosos sino más o menos flojos. Surge desde luego la pregunta: 
¿cómo puede eliminarse esta falta de rigor y lograr el rigor cabal? La 
respuesta es bastante obvia. Un sistema deductivo se desarrolla más 
rigurosamente cuando se especifican no sólo los axiomas supuestos 
como premisas en la obtención de los teoremas sino también cuáles 
son los principios de inferencia que se deben usar en las deducciones. 
Los axiomas se deben complementar con una lista de formas de 
argumento válido, o principios de la inferencia válida. 

Pero las exigencias en rigor y en sistematización no se detienen 
aquí todavía. El rigor exige que, además de sus propios axiomas 
especiales, un sistema deductivo debe explícitamente especificar qué 
formas de inferencia serán aceptadas como válidas. Pero sería asis- 
temático —y tal vez imposible— dar una lista o catálogo de todas 
las reglas de lógica o modos válidos de inferencia requeridos. Tam- 
bién debe establecerse un sistema deductivo de lógica. Un sistema de- 
ductivo tal tendrá como objeto la deducción misma. Un sistema 
de esta índole, frecuentemente llamado un sistema logístico, debe 
diferir de las variedades ordinarias, menos formales, en varios as- 
pectos importantes. Como su objeto es la deducción misma, los térmi- 
nos lógicos “si... entonces. ..”, “y”, “o”, “no”, etc., no pueden aparecer 
simplemente supuestos sus significados ordinarios. En su lugar debe 
haber ciertos símbolos no interpretados. Y los principios lógicos o 
reglas de inferencia que el sistema supone para la deducción de teo- 
remas lógicos de axiomas lógicos deben ser en número reducido y 
explícitamente enunciados. 

Otra diferencia fundamental entre los sistemas logísticos y otros 
sistemas deductivos formales es que en éstos no necesaríamente se 
especifica la noción de una fórmula significativa o “bien formada” 
mientras que es de absoluta necesidad hacerlo en un sistema logís- 
tico. En un sistema deductivo ordinario (no formal), será obvio 
cuáles de las secuencias de palabras del sistema son proposiciones 
significativas del idioma ordinario (inglés, español o el que se haya 
usado para expresar el sistema). En un sistema deductivo formal 
pero no logístico, es fácil dividir las secuencias de símbolos en las 
que “tienen sentido” y las que no lo tienen, pues contendrán las pa- 
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labras lógicas “si... entonces. ..”, “y”, “o”, “no”. cuya disposición en 


Sistemas Logísticos 199 


la secuencia permitirá reconocer si son significativas o no lo son. Un 
ejemplo aclarará este asunto. En un sistema deductivo formal que 
contiene “A”, “B” y “C” como símbolos no interpretados primitivos, 
la sucesión de los símbolos “Si cualquier A es un B, entonces es un 
C” claramente es una fórmula completa y “significativa” que será 
posible demostrar como teorema o no. Pero la secuencia “Si cualquier 
A es un B” claramente es incompleta mientras que la fórmula “Y o 
o A BB nono si” es un disparate. Estas se reconocen como “comple- 
tas” o “bien formadas”, como “incompletas” o “mal formadas” por 
la presencia de algunos símbolos cuya significación se subentiende. 
Sin embargo, en un sistema logístico, todos los símbolos son no in- 
terpretados: no hay palabras familiares en sus fórmulas (o secuen- 
cias de símbolos) que indiquen cuáles son las “bien formadas” y 
cuáles no. Si los símbolos “A”, “B”, “-” y “>” son no interpretados, 
debe haber algún método que distinga entre una fórmula bien for- 
mada como “A > —B” y una tal como “AB > —”, que no es bien 
formada. Con nuestro conocimiento de las interpretaciones normales 
de estos símbolos podemos reconocer la diferencia y clasificarlas 
correctamente, pero para el desarrollo riguroso de nuestro sistema es 
necesario que podamos hacerlo en abstracción de los significados 
(pretendidos) de los símbolos involucrados. 

Esta cuestión puede expresarse en los siguientes términos. Como 
se le concibe de ordinario, un sistema deductivo no formal (inter- 
pretado, como la geometría euclidiana) es una organización de las 
proposiciones respecto a alguna materia especificada. Está consti- 
tuido por proposiciones, y luego es un lenguaje en el que se discute 
el tema de esa materia. Entendiendo el lenguaje nos es posible dividir 
todas las secuencias de sus palabras en aquellas que son enunciados 
significativos y las que son disparates. Esta división se efectúa en 
términos de significados y luego, se hace no formalmente. En un 
sistema logístico la situación es otra, pues antes de hacer la asignación 
extrasistemática de los significados, o sea, de dar la interpretación, 
todas las secuencias de símbolos están carentes de significado. Pero 
lo que queremos es una división comparable de todas sus fórmulas 
en dos grupos y esto antes e independientemente de la interpretación. 
Cuando se asignan significados a los símbolos primitivos de un sis- 
tema logístico, algunas de sus fórmulas expresarán proposiciones, 
mientras que otras no lo harán. De manera informal podemos carac- 
terizar una fórmula que en la interpretación que se propone se 
convierte en un enunciado significativo como una “fórmula bien for- 
mada” (abreviando como de costumbre “wff”). Cualesquier fórmulas 
que en la interpretación pretendida no se convierten en enunciados 
significativos no son fórmulas bien formadas. En un sistema logístico 
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debe haber un criterio puramente formal para distinguir las fórmulas 
bien formadas de las otras. Caracterizar el criterio como “puramente 
formal” es decir que es sintáctico y no semántico, concerniente a las 
características formales y arreglos de los símbolos en abstracción 
de sus significados. Así, un sistema logístico debe contener sólo sím- 
bolos no interpretados, y proporcionar un criterio para dividir las 
secuencias de estos símbolos en dos grupos, el primero de los cuales 
va a contener todas las fórmulas bien formadas, y el segundo las 
restantes. De las fórmulas bien formadas, algunas se denominarán 
Axiomas (o Postulados) del sistema logístico, 

También se desea dividir todas las fórmulas bien formadas que no 
son axiomas en dos grupos, las que son teoremas y las que no lo son. 
Las primeras, son las fórmulas deducibles de los axiomas, dentro del 
sistema. Áunque no interpretadas, las fórmulas bien formadas de un 
sistema logístico constituyen un “lenguaje” en el que las deducciones 
o demostraciones pueden escribirse. Algunas fórmulas bien formadas 
se supondrán como postulados, y otras fórmulas bien formadas se 
derivarán de ellos, como teoremas. Podría proponerse definir un “teo- 
rema” como cualquier wff que es conclusión de un argumento válido 
cuyas premisas son axiomas del sistema. Esta definición propuesta 
de un “teorema” será aceptable sólo si la noción de argumento válido 
en el sistema puede definirse formalmente. Como todas las wff del 
sistema son no interpretadas, la noción ordinaria de validez no puede 
usarse para caracterizar los argumentos dentro del sistema, porque la 
noción usual de validez es semántica, al considerarse que un argu- 
mento es válido si y sólo si la verdad de sus premisas implica la verdad 
de su conclusión. En consecuencia, un criterio puramente formal o 
sintáctico de validez debe darse para argumentos expresados dentro 
del sistema. Los argumentos “válidos” dentro del sistema pueden tener 
no solamente postulados o teoremas ya establecidos como premisas 
y nuevos teoremas como conclusiones, sino que pueden tener cuales- 
quier wff como premisas, aun las que no son postulados ni teoremas, 
y como conclusiones, fórmulas bien formadas que no son teoremas 
Desde luego, se desea que cualquier argumento dentro del sistema 
que sea sintácticamente “válido” se convierte en un argumento semán- 
ticamente válido en la interpretación que se piensa dar, o interpre- 
tación “normal”. 

Cualquier sistema logístico contendrá entonces los siguientes ele- 
mentos: (1) una lista de símbolos primitivos que conjuntamente con 
cualesquier símbolos definidos en términos de ellos son los únicos 
símbolos que aparecen dentro del sistema; (2) un sistema puramente 
formal o sintáctico para dividir las secuencias de estos símbolos en 
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fórmulas que son bien formadas (wff) y las que no lo son; (3) una 
lista de wff que se suponen como axiomas o postulados; (4) un cri- 
terio puramente formal o sintáctico para dividir las secuencias de 
fórmulas bien formadas en argumentos “válidos” y “no validos”; y (5) 
basado en (3) y (4), un criterio puramente formal para distinguir 
entre teoremas y no teoremas del sistema. 

Es posible construir distintos sistemas logísticos como teorías sis- 
temáticas de diferentes partes de la lógica. Los sistemas logísticos 
más sencillos son los que formalizan la lógica de los enunciados 
compuestos función de verdad. A éstos se les llama cálculos pro- 
posicionales o, con menos frecuencia, cálculos sentenciales. En el 
capítulo que sigue se presentará y estudiará un cálculo proposicional 
particular. 


Un Cálculo Proposicional 


7.1. Lenguaje Objeto y Metalenguaje 


El sistema logístico por construirse en este capítulo tiene el pro- 
pósito de ser adecuado a la formulación de argumentos cuya validez 
depende de las maneras en que los enunciados se componen en 
enunciados compuestos función de verdad. Nuestro sistema lo- 
gístico será un lenguaje, aunque en atención al rigor se le conside- 
rará no interpretado al desarrollar sus teoremas. Vamos a hablar de 
este lenguaje. Será el objeto de nuestra discusión y, por tanto, lla- 
mado el “lenguaje objeto”. Por ser no interpretado, sus símbolos y 
fórmulas carecen de significación y no podemos usarlo hasta darle 
una interpretación —que se pospone hasta después de su desarrollo—. 
Debemos, entonces, usar un lenguaje diferente para hablar sobre o 
respecto a nuestro lenguaje objeto. El lenguaje usado al hablar de un 
lenguaje es llamado un “metalenguaje”. En cualquier investigación 
de lenguaje, hay un lenguaje objeto que es el objeto de la inves- 
tigación, y hay un metalenguaje que usan los investigadores al ha- 
blar respecto al lenguaje objeto. 


Un lenguaje objeto puede ser estudiado desde varios puntos de 
vista. Puede investigarse la relación que guarda con sus usuarios. 
como se hace en un estudio de los cambios en los dialectos que 
ocurren en las diferentes partes del país, O se puede investigar el 
significado o interpretación de un lenguaje, como al recopilar un dic- 
cionario, y en esta investigación debe usarse un metalenguaje 
semántico. Finalmente puede procederse a investigar la estructura 
formal de un lenguaje como en una gramática o al describir el desa- 
rrollo de los teoremas en un sistema logístico no interpretado, para lo 
cual se usa un metalenguaje sintáctico o Lenguaje Sintaxis. Al estu- 
diar el lenguaje objeto que aquí construiremos, algunas veces usare- 
mos un metalenguaje semántico, y otras un metalenguaje sintácti- 
co. Al estudiar su adecuación para expresar todos los enunciados 
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compuestos función de verdad y su consistencia y completud 
tendremos que usar un metalenguaje semántico, pues estos asun- 
tos involucran la interpretación que se intenta dar. Pero al describir 
los criterios puramente formales para sus fórmulas bien formadas 
y la “validez” sintáctica de sus argumentos, sólo hay necesidad de 
usar un Lenguaje Sintaxis, pues no se necesita hacer referencia a 
significados, en relación con esto. 

El lenguaje que se usará como metalenguaje al estudiar nuestro 
sistema logístico será el lenguaje ordinario,* además de la aritmética 
elemental y algunos dispositivos simbólicos especiales que se pre- 
sentarán y explicarán cuando sea necesario. Se supone desde luego 
que el lector entiende el metalenguaje porque todo el estudio tiene 
lugar dentro del mismo. Sólo este metalenguaje será el utilizado, 
y en algunas partes de nuestro estudio hará las veces de metalen- 
guaje semántico, en otras las de Lenguaje Sintaxis. 

Hay que recalcar que “lenguaje objeto” y “metalenguaje” son 
términos relativos. Cualquier lenguaje, no importa qué tan simple 
o complejo sea, es un lenguaje objeto cuando se habla de él. Y cual- 
quier lenguaje (que debe ser un lenguaje interpretado, significativo) 
es un metalenguaje cuando se le usa en la discusión de un lenguaje 
objeto. Dado que nuestro lenguaje objeto no es interpretado no po- 
demos usarlo como metalenguaje, pero en otro contexto donde el 
lenguaje objeto es un lenguaje interpretado o significativo, el mis- 
mo lenguaje puede ser lenguaje objeto y metalenguaje. Así, en 
nuestro primer capítulo se estudiaba el lenguaje español (y era por 
tanto éste el lenguaje objeto) y el estudio se llevaba a cabo en español 
(lo que lo hacía también el metalenguaje). Un lenguaje suficien- 
temente rico o complejo puede lograr la formulación de toda 
su sintaxis y una buena parte de su semántica. Pero ningún len- 
guaje, bajo pena de contradicción, puede expresar la totalidad de 
su semántica; y desde luego no las condiciones de verdad para 
la totalidad de sus propios enunciados. Esa limitación es fácil de 
mostrar. 


Que no hay lenguaje que puede exhaustivamente expresar su 
propia semántica queda demostrado en la versión siguiente de 
la “paradoja del mentiroso”.* Considérese el siguiente enunciado 
español: 


La oración impresa en la Pág. 204, renglón 38 de este libro no es verdadera. 


* Español aquí, inglés en el original. (N. del T.) 
1 Debida a J. Lukasiewicz. 
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Abreviemos al enunciado anterior con la letra “S”. Ahora, tan 
obvio como que “la nieve es blanca”, es verdadero si y sólo si la nieve 
es blanca, así es obvio que 


“S” es verdadera si y sólo si la oración impresa en la dd 204, renglón 38 
de este libro no es verdadera. 


Pero contando los renglones y viendo el número de página se 
verifica que “S” es idéntica a la oración impresa en la Pág. 204, ren- 
glón 38 de este libro. Luego 


“S” es verdadera si y sólo si “S” no es verdadera. 


que es una contradicción explícita. El que aparezca un resultado 
contradictorio tal como consecuencia de supuestos aparentemente 
inocentes no deberá considerarse como broma o sofisticación. Es 
una Cuestión seria que revela que los supuestos no eran tan inocen- 
tes como lo parecían. El origen del problema, generalmente se con- 
viene que estriba en el intento de formular las condiciones de verdad 
para los enunciados de un lenguaje con el mismo lenguaje. Al menos, 
si distinguimos perfectamente entre lenguaje objeto y metalenguaje, 
y no tratamos que un lenguaje objeto sirva como su propio meta- 
lenguaje semántico, no surge la contradicción. Otro modo de evi- 
tar tales contradicciones es el que se estudia en el Apéndice C, al 
final de este libro. 


7.2, Simbolos Primitivos y Fórmulas bien Formadas 


Ahora procedemos a la construcción de nuestro sistema logístico. 
Hay dos clases de símbolos primitivos en nuestro cálculo proposicio- 
nal: símbolos “proposicionales” y símbolos de “operadores”. De estos 
últimos sólo usamos cuatro, que son 


ls) 


Queremos una infinidad de símbolos proposicionales, para lo cual 
usamos las cuatro primeras letras mayúsculas del alfabeto (en ti- 
po negrilla) con y sin subíndices: 
A A, A, 
BB, B, 
C €, Cs 
D D, D, 


u > > 


SO 


Estos son los únicos símbolos que contendrá nuestro cálculo pro- 
posicional? y al demostrar los teoremas y deducir las conclusiones 
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de las premisas dentro del sistema deberán considerarse como 
completamente no interpretados. Se puede pensar, antes de asig- 
narles significados, que son marcas repetibles y reconocibles y no 
“símbolos” —aunque será conveniente referirse a ellos cómo “símbo- 
los”. 

Desde luego, al establecer nuestro sistema logístico nos guiamos 
por la interpretación que pensamos darle finalmente. Esta inter- 
pretación controla nuestra selección de símbolos primitivos, y tam- 
bién gobierna nuestra definición sintáctica de una “fórmula bien for- 
mada”. Una fórmula de nuestro sistema se define como cualquier 
secuencia finita de símbolos primitivos de nuestro sistema. El con- 
junto de todas las fórmulas de nuestro sistema incluye secuencias 
tales como: 

B, 
(A)-(A) 
—(D)(—=) 
e-—((A,)"(C,)) 
B,B,A( X | ) 


Sólo algunas de estas se contarán entre las fórmulas bien formadas, 
sin embargo. Nuestra definición de “fórmula bien formada” se enun- 
ciará, desde luego, en nuestro Lenguaje Sintaxis. Es conveniente 
introducir algunos símbolos especiales en nuestro Lenguaje Sin- 
taxis, como ayuda en una exposición clara y económica de nuestro 
sistema logístico. Mientras que las cuatro primeras mayúsculas del 
alfabeto con y sin subíndices, impresas en tipo negro, son símbolos 
de nuestro lenguaje objeto, esas mismas letras impresas en tipo 
itálico claro son símbolos de nuestro metalenguaje. Su significado en 
este último sigue el convenio de que una letra itálica elemento de 
nuestro metalenguaje designa o representa esa misma letra impresa 
en negro, elemento de nuestro lenguaje objeto. Introducimos además 
las letras mayúsculas “P”, “Q”, “R”, “S”, ..., con y sin subíndices, y 
nos referimos a ellas como “variables proposicionales”. Mientras 
que los símbolos proposicionales en nuestro cálculo proposicional son 
no interpretados y no tienen significado, las variables proposicio- 
nales “P”, “Q”, “R”, “S”, ..., en nuestro Lenguaje Sintaxis se inter- 
pretan y tienen significado. Toda variable proposicional de nuestro 
Lenguaje Sintaxis, hasta nuevo aviso, denota cualquier fórmula de 


2 Podíamos haber usado solamente A y * para dar una base finita del conjunto infi- 
nito de símbolos proposicionales escritos como. 


A. A, A” A": an a 


Y como se mostrará en el Cap. 8, podríamos dejar de lado los símbolos “*(” y “)” 
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nuestro lenguaje objeto —sujeta a la restricción siguiente—. En 
cualquier oración o secuencia de oraciones de nuestro Lenguaje Sin- 
taxis, dos variables proposicionales distintas, digamos “P” y “Q” pue 
den denotar dos fórmulas distintas de nuestro lenguaje objeto, di- 
gamos “B,” y “= ((A,) + (C,))”, o una misma fórmula de nuestro 
lenguaje objeto. Pero en cualquier contexto, aunque una variable 
proposicional puede denotar cualquier fórmula del lenguaje objeto, 
debe seguir denotando esa misma fórmula dondequiera que aparezca 
en ese contexto. Así, las variables proposicionales “P”, “Q”, “R”, 
“S”,..., de nuestro metalenguaje pueden sustituirse por cualquier 
nombre en el metalenguaje de cualquier fórmula del lenguaje objeto. 
También introducimos los símbolos “”, “-”, “(”, y “)” en el Len- 
guaje Sintaxis y explicamos sus significados como sigue. Si cual- 
quier variable proposicional, digamos “P” de nuestro Lenguaje 
Sintaxis denotan en algún contexto alguna fórmula particular de 
nuestro lenguaje objeto, digamos “A”, entonces el símbolo “—(P)” 
de nuestro Lenguaje Sintáxis denotará en ese contexto la fórmula 
“(A)” de nuestro lenguaje objeto. Y cuando dos variables proposi- 
cionales cualesquiera “P” y “Q” denoten en algún contexto dos fórmu- 
las de nuestro lenguaje objeto, digamos “A” y “—(B,)” respectivamen- 
te, entonces el símbolo “(P)-(Q)” de nuestro Lenguaje Sintaxis en ese 
contexto denotará la fórmula “(4)-(—(B,))"de nuestro lenguaje 
objeto. 

No podemos simplemente dar una lista de todas las fórmulas bien 
formadas de nuestro lenguaje objeto, pues existe una infinidad de 
ellas. Es necesario dar una definición inductiva o recursiva de “fór- 
mula bien formada” que puede enunciarse como sigue, usando los 
convenios simbólicos explicados en el párrafo precedente. 


Definición Recursiva de Fórmula Bien Formada? 


(a) Todo símbolo proposicional es una 1eff. 
(b) Si una fórmula P cualquiera es una 1ff, entonces —(P) es 
una wff. 
(c) Si cualesquier fórmulas P y Q son ambas ff, entonces 
(P)(Q) es una uff. 
(Ninguna fórmula del lenguaje objeto se considerará que es una 
wff a menos que lo sea como consecuencia de estas reglas. ) 


3 Agui como en otros lugares, hay ciertas alternativas en el desarrollo de los sistemas 
logísticos. En vez de la definición recursiva del texto podíamos haber usado la siguiente; 

(a) Si P es mn símbolo proposicional, entonces (P) es una ff. 

(b) Si P es una off entonces (—P) es una 2ff. 

(c) Si P y Q son 1wff, entonces (P-Q) es una wff. (Ninguna fórmula es una fórmula 

bien formada si no se sigue ese hecho de las reglas anteriores.) 

Esta definición de wff daría otras fórmulas wff, pero el sistema logístico resultante se 
desarrollaría igualmente bien. 
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Esta definición permite la formación de una infinidad de fórmu- 
las bien formadas, pero a la vez proporciona un criterio efectivo para 
su reconocimiento. No importando qué tan larga sea una secuen- 
cia (finita)) de símbolos del lenguaje objeto, nuestra definición re- 
cursiva nos permite decidir en un número finito de pasos si es o no 
es una fórmula bien formada. Tomemos un ejemplo relativamente 
sencillo para ilustrarlo: 


—((4)"(—(B)) 


Debe decidirse si la anterior es una uff, una fórmula bien formada. 
Por la parte (b) de la definición recursiva, es una wff bajo la con- 
dición de que (A)-(-—(B)) sea una uff. Esta última es una wff por 
la parte (c) de la definición, siempre que A y —(B) sean bien forma- 
das. La primera es una wff por la parte (a) de la definición, y por la 
parte (b), la segunda es una wff siempre que B sea una uff, que 
lo es por la parte (a) de la definición. Así, la fórmula en cuestión 
es una wff. De aquí en adelante, usaremos las variables proposicio- 
nales “P”, “Q”, *R”, “S”, etc., de nuestro Lenguaje Sintaxis, para 
denotar sólo las fórmulas bien formadas de nuestro lenguaje objeto. 


EJERCICIOS 


Usando la Definición Recursiva para las Fórmulas Bien Formadas, mués- 
trese cuáles de las siguientes son wff de nuestro lenguaje objeto: 


. (—(A)"(A,) 
(By) + ( (Cp) 
(By) (—(D,))) 
(ADD) (DY) 
"5. (—((—=)* (Ca) "(—((By)(By))) 
6. —(((4)-(B)) *(—(B)) 
7. —((4)"(B) *(—((4)-(4))) 
8. (—(—(A)):(B) (O) (A) :(B)) + (—(C))) 
9. —((—((A) (BI) —((—((B) (OY) (—( (10) (AD))) 
TO. —((((A) (BD) AY) (A) (—(BHYI)) 


de 0) Nm 


En la interpretación que se piensa dar, o interpretación *“nor- 
mal” de nuestro sistema logístico, sus símbolos proposicionales de- 
ben ser traducciones simbólicas de enunciados del español que 
no contengan otros enunciados como partes componentes de enun- 
ciado compuesto de función de verdad. Si P es la traducción sim- 
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bólica de cualquier enunciado del español, —(P) es la traducción 
simbólica de su negación. Por tanto si P y Q son las traducciones sim- 
bólicas de dos enunciados cualesquiera del español, (P)-(Q) es 
la traducción simbólica de su conjunción. Ahora surge la pregunta: 
¿Es nuestro sistema logístico adecuado para expresar todos los 
enunciados compuestos función de verdad, en la interpretación 
normal? Un sistema adecuado a la expresión de todas las funciones 
de verdad se dirá que es “funcionalmente completo”. Este es un 
caso especial de la “completud expresiva” mencionada en el Cap. 6. 

Iniciamos nuestra exposición mostrando que nuestro sistema lo- 
gístico (que llamaremos “R.S.” puesto que es el Sistema de Rosser*) 
es adecuado para la formulación de algunas funciones de verdad fa- 
miliares. Las negaciones y las conjunciones se han mencionado ya, 
pero también hay que considerar las disyunciones, condicionales y 
equivalencias. Si dos enunciados del español se traducen a P y Q, 
su disyunción débil (que es verdadera si alguno cualquiera o am- 
bos son verdaderos ) se expresa en R.S. como —((—(P)): (-(Q))). 
Tratándose de una función muy frecuente introducimos una abre- 
viación para la misma, en nuestro Lenguaje Sintaxis, definiendo 
“P y Q” como notación de las mismas wff del lenguaje objeto R.S., 
que se designan “—(( —(P))(-(Q)))”.* Si dos enunciados del es- 
pañol se traducen a P y Q, su disyunción fuerte (que es verdadera 
si uno cualquiera es verdadero, pero no ambos) se expresa en R.S. 
como (—((P) :(Q)): (CPI): ((Q)))). 

La traducción simbólica de un enunciado condicional de función 
de verdad del español cuyo antecedente tiene la traducción simbólica 
P y cuyo consecuente tiene la traducción simbólica Q será —((P)- 
(-(Q))). Esta noción también es muy común, así que introduci- 
mos el símbolo “>” en nuestro Lenguaje Sintaxis, usando “P > Q” 
para designar idénticamente las fórmulas bien formadas de R.S. 


3 El autor está en deuda con el profesor J. Barkley Rosser de la Cornell University 
por la autorización para incluir el siguiente material. Los cálculos que aquí presentamos, 
así como en el Cap. 9, son versiones preliminares de sistemas logísticos que aparecen en 
forma revisada en Logic for Mathematicians, New York, McGraw Hill, 1953, del profe- 
sor Rosser, 


$ Puesto que “PvQ” es una abreviación de “((—(P)): (-(Q)))” es apropiado decir 
que PvQ es, o es idéntica a -((—(P))- (-(Q))), pero no que PvQ es una abreviación 
de esta última, ya que en el lenguaje objeto mismo no hay abreviaciones. (El símbolo “v” 
es un símbolo significativo del Lenguaje Sintaxis, pero no aparece, siquiera, en el lengua- 
je objeto aunque podríamos introducirlo sí lo deseáramos.) 

Aclaremos mediante una analogía. Como “U.R.S.S.” es una abreviación de “Unión de 
Repúblicas Socialistas Soviéticas”, la U.R.S.S. es idéntica a la Unión de Repúblicas 
Socialistas Soviéticas, pero no es abreviación de nada, tratándose de una extensa nación que 
cubre un sexto de la superficie terrestre. Como “U.R.S.S.” designa una gran nación, 
la U.R.S.S. es una gran nación y no tiene signifícado en sentido líteral o semántico 
alguno. Así también, como en cualquier contexto “PvQ” designa una wff de R.S., en ese 
contexto PvQ es una wff de R.S., y como R.S. es no interpretado, sus wff no tienen signi- 
cado y PvQ no tiene significado, en particular. 
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que se designan “—((P)(-—(Q)))”. Si dos enunciados del español 
tienen las traducciones simbólicas P y Q, el enunciado de que son 
(materialmente) equivalentes, esto es, que tienen los mismos valores 
de verdad o que cada uno implica (materialmente) el otro, tiene 
la traducción simbólica (P > Q)(Q > P), que es idénticamente la 
misma uff de R.S, que (—((P AQ) UD) P)))). 
Puesto que la equivalencia material es también una noción que se usa 
con frecuencia, introducimos el símbolo “=” en nuestro Lenguaje 
Sintaxis, definiendo “P=Q” como abreviación de “(P > Q)(Q > P?. 

En esta etapa adoptaremos dos convenios de notación en nuestro 
metalenguaje. En el primero se prescinde del punto (para la conjun- 
ción) de modo que (P)(Q) es idénticamente la misma fórmula del 
lenguaje objeto que (P)-(Q). El otro convenio de notación es el de 
reemplazar los paréntesis por corchetes o llaves en donde tal reem- 
plazo facilite la lectura. 

Aun usando corchetes y llaves, la puntuación excesiva dificulta 
la lectura, así que se harán dos nuevos convenios que permiten el 
uso de un mínimo de puntuación. El primero es asignar el siguiente 
orden de precedencia a los símbolos 


Z=ODOvt 


de nuestro Lenguaje Sintaxis. Cada uno de éstos tiene mayor alcan- 
ce O mayor precedencia que cualquiera de los que están a la dere- 
cha, en la lista. Lo que aquí se procura hacer lo pueden explicar los 
siguientes ejemplos. La expresión, de otra manera ambigua, “—PQ” 
designa (—(P))(Q) y no —((P)'(Q)), pues el conector “” (que 
hemos acordado representar por yuxtaposición ) tiene mayor alcance 
que el operador “-—”; el alcance del conectivo “”, por lo convenido se 
extiende por sobre el alcance del símbolo “—”. La expresión, que de 
otra manera sería ambigua “P vQR” designa Pv(Q:'R) y no (Pv 
Q)-R, porque el conector “v”, por convenio, tiene precedencia sobre el 
conector “-”, y su alcance se extiende por sobre el último. La expresión, 
que de otra manera sería ambigua, “P> QvRS” designa P > [Q v 
(R-S)l, porque “>” tiene precedencia sobre “v” y sobre “-”, y “v” tiene 
precedencia sobre “-”. Y la expresión, ambigua de otra manera, “P > 

=-Q)0 —P” designa [P> Q]=((-Q)> (—P)], porque *“=” 
tiene precedencia sobre “D” y “-”; y “5” tiene precedencia sobre 
“>”, Nuestro segundo convenio es el de la asociación a la iz- 
quierda, que significa que cuando el convenio respecto al orden 
de precedencia no sea suficiente para eliminar la ambigúedad de 
una expresión sus partes deberán agruparse por paréntesis a la iz- 
quierda. Esto es, cuando una expresión contenga dos (o más) apari- 
ciones del mismo conector, y sus alcances relátivos en la expresión 
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no se indican de alguna otra manera, la ocurrencia del conector 
más a la derecha se tomará como la de alcance mayor (o máximo). 
Esto también se aclara mejor con uno o dos ejemplos. Como todos 
sus conectores tienen igual orden de precedencia, la ambigúedad 
de la expresión “P>Q>P>P” no puede resolverse mediante 
nuestro primer convenio. De acuerdo con el segundo, sin embargo, 
la interpretamos como designando [(P > Q)>P]>P, Una parte, 
pero no toda la ambigúedad de la expresión “P=Q=PQv —P 
— Q” se elimina con el convenio relativo al orden de precedencia. 
Una vez que se recurre a dicho convenio. sabemos que designa, 
o bien [P=Q]=[(P-Q)v(-P--Q) o P=(Q=I[(P:Q)v (- 
P. - Q))). Decidimos que se significa la primera consultando nues- 
tro segundo convenio, que nos instruye acerca de la asociación a 
la izquierda. 


EJERCICIOS 


Escriba las siguientes expresiones del Lenguaje Sintaxis en forma no 
abreviada, completa, respecto a sus paréntesis: 


L PvP 6. PQIP 

2 =—POP 7. PO(PYOQ) 

3. POP 8. (POPO)D(PIO) 

4. POvR 9. (PIQUOIRID(POR) 
5. PO(ODP) "10. PO-P =P 


Las observaciones precedentes muestran cómo expresar algunas 
funciones de verdad en R.S. Pero para demostrar que R.S. es fun- 
cionalmente completo, esto es, adecuado a la expresión de todas 
las posibles funciones de verdad de cualquier número de enuncia- 
dos, se requiere algo más. Debemos contar en nuestro metalenguaje 
semántico con un método de expresión de todas las posibles fun- 
ciones de verdad y entonces demostrar que todas éstas o todas sus 
instancias de sustitución se pueden expresar en nuestro lenguaje 
objeto R.S, también, en su interpretación normal o estándar. Un 
método tal para la expresión de todas las funciones de verdad lo 
proporcionan las tablas de verdad que se introdujeron en el Cap. 2. 
El método y la notación de las tablas de verdad lo importamos en- 
tonces, a nuestro metalenguaje semántico y lo usaremos con toda 
libertad al estudiar las varias propiedades semánticas que posee R.S. 
en su interpretación estándar. 

Las funciones de verdad pueden ser de uno, dos o cualquier 
número de argumentos (en el sentido matemático en que un “argu- 
mento” es una variable independiente). Así f(P) es una función 
de verdad de P si y sólo si su verdad o falsedad está completamente 
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determinada por la verdad o falsedad de P. De manera semejante, 
f(P,Q) es una función de verdad de P y Q si y sólo si su valor de 
verdad lo determinan por completo los valores de verdad de P y Q. 

Hay exactamente cuatro funciones de verdad diferentes de un 
solo argumento, y éstas pueden expresarse en las siguientes tablas 
de verdad: 


PÍ6w P_fP) P_fP) P_fa4P) 
T F T T TF T T 
FO T FO F FO F FO T 


Las funciones f.(P), f.CP), fa(P) y F.(P) están completamente de- 
finidas por estas cuatro tablas de verdad. Son las únicas funciones 
de verdad de un argumento y se les llama funciones “monádicas” o 
“unarias”.* Es fácil ver que se les puede expresar en R.S., en sus in- 
terpretaciones normales o propuestas. Primero notamos que las 
interpretaciones propuestas o normales de —P y PQ las dan las ta- 
blas de verdad: 


P —P P O PO 
T F JO TT T T 
F T T F F 
F T F 
F F F 


Para demostrar que R.S. es adecuado a las expresiones de f.(P), 
FP), fa(P) y f.(P), se formulan en R.S. La función f.(P) es verdad 
cuando P es verdadero y falso cuando P es falso y luego en R.S. se 
expresa como P mismo. La función f,(P) es falsa cuando P es ver- 
dadero y verdadera cuando P es falso, y luego en R.S. Se puede 
formular como —P. La función f.(P) es falsa no importando el 
valor que tome P y, por lo tanto, se le puede expresar en R.S. como 
—PP. La función f.(P) es verdadera en todos los casos y, por lo 
tanto, en R.S. se le puede expresar como la negación de f,(P), es 
decir, como —(-—PP). Así se ha mostrado que todas las funciones 
de verdad monádicas se expresan en R.S. 

Existen, desde luego, más funciones de verdad de dos argumen- 
tos que de un argumento. Se les define por las siguientes tablas de 
verdad: 


POLO PO fPO PO fiBO) PO f4£PO) 
TT  F 0 E TT TT 
TFT TF. F TF OT TE: T 
FT  T FOOT  T FOOT F FOOT  T 
FF T F OF. T FF T FF. F 


£ Aquí usamos “función de verdad” en el sentido estricto y propio de una correla. 
ción no lingúística entre valores de verdad. 
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PO PO PO fiPQ) PO fiPQ PQ JO) 
T T F TIT  F TT F T T T 
T F F TFT T F T T F F 
F T T FOOT  F F T T FT. F 
F F T FF T F F F F F T 
PO FfPO POfAP POÍfIBQO PQ faArpO) 
T T T o IS y TT TE TT EF 
T F F TFT TE F TF: F 
F T T FT  F FOOT  F FOOT  T 
F F F FF  F F FO T FF. F 
PORO PO HfdUPLO POfsBQ PQ fio) 
TT OF TT T TT E TT  T 
TF. T TF  F TF. F TFT 
FT  F FT  F FT  F FT  T 
FF. F FEF. 6F FO FO F FF OT 


Estas son todas las funciones de verdad de dos argumentos, y se 
les llama funciones “diádicas”, o “binarias”. Fácilmente se muestra 
que son expresables en R.S. haciéndolo por medio de los símbo- 
los — y - : por ejemplo, f.,(P,Q) se expresa como PQ, mientras que 
f.(P,Q) se expresa como —(PQ). 


EJERCICIOS 


1. Exprese cada una de las funciones de verdad diádicas f,(P,Q), 
FAB). PLD), F.C. OQ), -.., fia(P,Q), como fórmulas 
bien formadas de R.S. 

2. Existen 256 funciones de verdad triádicas o ternarias: f.(P.QR), 
FAPQRB), fos P,QR) cada una de las cuales está completamente 
determinada (o definida) por una tabla de verdad a ocho renglones. 
Tome diez de ellas y expréselas como fórmulas bien formadas de R.S. 


Para demostrar la completud funcional de R.S. es necesario mos- 
trar que cualquier función de verdad de cualquier número de yaria- 
bles se puede expresar por medio de — y - . Toda función de verdad 
de n variables se expresa por medio de una tabla de verdad que 
tiene n columnas iniciales y 2” renglones. Así, toda función de ver- 
dad F(P,, Pz,..., Pn.,, P,) está especificada por completo escribiendo 
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“T” o “F” en cada una de las 2” posiciones de la última columna de 
la siguiente tabla de verdad: 


P, P, Po1 E Fe, Pa, is El) 
Renglón 1: T T T T 
Renglón 2: T T T F 
Renglón 2 — 1: F F F T 
Renglón 2: F F F F 
La función de verdad F(P,, Pz, ..., Pn-1, Pn) tiene una F exactamente 


en un renglón de su tabla o F en más de un renglón de su tabla; 
o ninguna F en ningún renglón de su tabla. En todos los casos, la 
función de verdad se puede representar por una wff de R.S. 


CASO 1. f(Pr,Pu,..., Pn1, Pn) tiene una F solamente en un 
renglón de su tabla de verdad. Si esta F' aparece en el primer renglón, 
entonces la función está representada en R.S. por la wff —(P, +: P.: 

*P,.,* P,) que tiene una F en el primer renglón de su tabla de 
verdad y T en los otros renglones. Si la F aparece en el segundo renglón 
entonces la función está representada en R.S. por la wff — (P, : P,- 

"Pra — Pa). Las 2" funciones de verdad distintas, de las cuales 
la ¿-éstma tiene una F en su ¿“sino renglón y T en los demás están repre- 
sentadas en R.S. por las 27 wff. 


Saro Al: E, —Pr1* En) 
A AS ES 
caso 2. f(P,,P.,...,Pn-1, Pn) tiene F en más de un renglón 
de su tabla de verdad. Si tiene F en los k renglones (1 < k < 2”) de 
posiciones ¿i,, 1», ..., 4,,entonces en R.S. está representada por la 
wif Si, » Si, SS Si. 
caso 3. f(P,,P.,...,Pn.,P,) no tiene F en ningún renglón 


de su tabla. Una función tautológica semejante está representada 
en R.S. por la wff -(—P,:P,-P,-...* Pm, * Pn). 


Los casos precedentes agotan las posibilidades, de modo que he- 
mos mostrado cómo expresar en R.S. cualquier función de verdad 
de cualquier número de variables. Esto no es un teorema de o en 
R.S., sino un teorema respecto a R.S., establecido en nuestro meta- 
lenguaje semántico. Podemos entonces presentarlo como 


METATEOREMA l. RSS. es funcionalmente completo. 
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Una prueba rigurosa de este metateorema requiere el uso de la 
inducción matemática, que estudiaremos en los siguientes párrafos. 

Podíamos haber elegido presentar un sistema logístico diferente 
de R.S. Además de los paréntesis y los símbolos proposicionales P, Q, 
R, S, etc., podíamos haber elegido como operadores primitivos cual- 
quiera de los siguientes pares de símbolos: “=” y “y”, “=” y “D”, 
ty v, * y “25” 0 v y “>”, en lugar de “—” y “”, Resulta ins- 
tructivo preguntarse si la elección de cualquier otro de estos pares 
de símbolos daba un sistema funcionalmente completo (en la inter- 
pretación normal de los símbolos *-=”, “-”, “y”, “2” que designaremos 
ES, E, “y”, >”), Antes de ocuparnos ps po problemas será 
conveniente explicar en forma breve las dos clases de inducción 
matemática que usaremos al establecer resultados respecto a (no 
en) R.S. 

Usaremos el término “inducción débil” para referimos al tipo de 
inducción matemática más común. El esquema para la inducción 
débil es 

FC) 


para cualquier m arbitrario, si f(m) entonces f(m + 1) 
por lo tanto f(m) para todo m 


« 
. 


Es frecuente usarla al demostrar teoremas del álgebra elemental. 
Por ejemplo, uno demuestra que la suma de los n primeros enteros 
impares es igual a n? demostrando en primer lugar las dos premisas 
del esquema anterior y luego sacando la conclusión general indicada. 
La primera premisa que llamaremos el “caso a” se establece aquí como 
la ecuación trivial 1 = 1%, Entonces la segunda premisa, que llama- 
remos el “caso f”, se establece suponiendo que f(m>) es verdadera 
para un entero arbitrario m y de esta hipótesis derivando la conclu- 
sión que f(m + 1) es verdadera. En esta demostración particular, la 
hipótesis del caso £ es 


14+43+5+-+--+(2m- 1) =m 


La conclusión deseada se obtiene sumando (2m + 1) a ambos lados 
de la ecuación y haciendo una reagrupación y factorización elemen- 
tal de los términos: 


14+3+5+---+Qm-1D + (2m + 1) = m* + (2m + 1) 
143454: +(Qm-— 1) + [2m + 1) — 1] = (m + 1Y 


lo que muestra que para un m arbitrario, sí la suma de los tn. prime- 
ros enteros impares es m?, entonces la suma de los (m + 1) primeros 
enteros impares es (m + 1)?. Así, hemos establecido el caso 8; de 
éste y el caso «a, por inducción débil obtenemos la conclusión deseada 
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de que para todo m, la suma de los m primeros enteros impares es 
igual a m?. La inducción débil puede pensarse como el resumen de 
una sucesión ilimitada de argumentos de la forma Modus Ponens: 


(1) fQ) 
si f(1) entonces f(2); f(2) entonces f(3); ...; 
FO) FO) 
fm) 
si f(m) entonces f(m + 1); ... 
fm +1) 


El término “inducción fuerte” se usará para referirse a la in- 
ducción matemática, un tanto menos frecuente, cuyo esquema es 


fa) 
para un m arbitrario, si f(k) para todo k < m, entonces f(m,) 
por lo tanto f(m >) para todo m 


La inducción fuerte puede también pensarse que resume una -suce- 
sión ilimitada de argumentos de la forma Modus Ponens: 


1) 0) y FA) 
si f(1) entonces f(2); si f(1) y (2) entonces f(3);...; 
“f(2) (3) 


(Dyf) y... y FÁm-—1) 
si F(1) y f(2) y ...y FfCn —1), entonces fím);... 
“f(m) 


Para ilustrar el uso de la inducción fuerte, demostraremos que 
una lógica simbólica basada en los símbolos proposicionales P, Q, R, 
S, ... y los operadores - y v no es funcionalmente completa. Esto lo 
hacemos demostrando que ninguna fórmula bien formada” del sis- 
tema que se basa en :, v y P, Q, R,S,... puede expresar una fun- 
ción de verdad que tiene el valor verdadero cuando todas sus variables 
tienen el valor falso. En nuestra demostración usamos la inducción 
fuerte en el número de símbolos de la fórmula bien formada g(P, 
Q, R,...), ignorando los paréntesis, y contando cada ocurrencia 
o aparición de P, Q,R,...,-*, y v como un símbolo, 


CASO a: En el caso en que gí(P, Q, R,...) contiene sólo un 
símbolo, para ser bien formada debe ser P solo, o Q solo, o R solo, .... 
Si las variables P, Q,R,... tienen todas el valor falso, g(P,Q,R,...) 
tendrá también el valor falso, pues es una de ellas. Así, cualquier 


1 Suponemos una definición recursiva como la dada en la Pág. 207. 
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fórmula bien formada del sistema estudiado ahora que contenga exac- 
tamente un símbolo no puede tener el valor verdadero cuando todos 
sus argumentos tienen el valor falso. 


cAso fB: Aquí suponemos que cualquier fórmula bien formada 
g9(P, Q, R,...) que contiene menos de m símbolos no puede tener 
el valor verdadero cuando todas sus variables tengan el valor falso, 
y demostraremos, con este supuesto, que toda fórmula bien formada 
que contenga exactamente m símbolos no puede tener el valor verda- 
dero cuando todos sus argumentos tienen el valor falso. Considerar 
cualquier fórmula g(P, Q, P,...) que contenga exactamente m sím- 


bolos (donde m > 1). Para que sea bien formada g(P, Q, R,...) 
debe ser 


g(P,QR,...)-gAP,Q,R,...) 


Y(P,Q)R,.. )vgP,Q,R,...) 


donde 9,(P,Q, R,...) y g:(P, Q, R,...) son fórmulas bien formadas 
que contienen menos de m símbolos, Por el supuesto del caso £ cuan- 
do P,Q,R,... sean todas falsas, tanto g,(P, Q, R,...) como g.(P, 
Q,R,...) tendrán también el valor falso. Ahora, dadas dos proposi- 
ciones cualesquiera que sean falsas, su disyunción así como su conjun- 
ción son falsas; luego en este caso g(P,Q,R,...) tiene también 
el valor falso. Así se establece el caso £. 

Establecidos los casos « y f, por inducción fuerte inferimos que 
ninguna fórmula bien formada del sistema basado en -, v,P,Q, R,... 
puede expresar una función de verdad que tenga el valor verdadero 
cuando todas sus variables tienen el valor falso. Luego, el sistema no 
es funcionalmente completo. 


EJERCICIOS 


Probar la completud funcional o la incompletud de los sistemas logísticos 
basados en los símbolos proposicionales P, Q, R, S,..., los paréntesis y los 
operadores: 


"Lvy - 3. 

*2.DyYyv- 4. 

5, — y +, donde -+ es el símbolo de la disyunción exclusiva, definido por 
la tabla de verdad para f,, de la Pág. 213. 

Boy + 9. + y* 


Y 
y 


¿(€=Y - 
8. + Y == l=yYy>) 
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2.3 y PD» donde ? es el símbolo de la no implicación (material) * definido 
por la tabla de verdad para f,, en la Pág. 213. 

13. y É, donde É es el símbolo de la no implicación recíproca, definida 
por la tabla de verdad para f,, de la Pág. 213. 


14. y 

15. 0/0 si se da el caso, de los dieciséis operadores funcionales binarios, 
Ea fo «.., fs definidos en las Págs. 212 y 213, pueden agregarse a los 
símbolos proposicionales P, Q, R, S,... y los paréntesis, para dar un siís- 
tema logístico completo con un solo símbolo de operador? 


7.3. Axiomas y Demostraciones 


Las reglas de nuestro sistema y las demostraciones de los teo- 
remas dentro del mismo se simplificarán mucho si se supone una 
infinidad de fórmulas bien formadas como axiomas o postulados. 
Desde luego, no podemos escribir una lista infinita de axiomas den- 
tro de nuestro lenguaje objeto, pero podernos usar nuestro Lenguaje 
Sintaxis para especificar exactamente cuáles de las wff de R.S. son 
axiomas y cuáles no lo son. No puede objetarse una lista infinita 
de axiomas si hay un proceso efectivo para determinar si cualquier 
wff dada es un axioma. La lista infinita de axiomas de R.S, puede 
escribirse como 


Axioma 1. P>(P-P) 
Axioma 2. (P-Q)>P 
Axioma 3. (P>0Q)> [-(Q:R)> —(R-P) 


Cada una de estas fórmulas sintácticas (fórmulas dentro de nues- 
tro Lenguaje Sintaxis) representa o designa una lista infinita de 
fórmulas bien formadas de R.S. Así, el Axioma 1 designa todas las 
siguientes: 


—((A)*(4))) 


—((A)e( 

—((B)"(—((B)*(B)))) 
—((C)(—((C)-(0))) 
50 TON (—((D)" We 


(AAA) A (AA) A AY) 

— ((—(B))  (—((—(B))*(—(B))))) 
—(((4) (DJ) *(—(((4)-(D)) ((4) (DJ) 
—(((43) "(B,))"(—(((43)*(B,))((A 3)" (B,)))) 


3 Así denominada por Alonzo Church en Introduction to Mathematical Logic, Vol. I, 
Princeton, 1956, Pág. 37. 
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y una infinidad más de wff de R.S. De hecho, designa toda wff de 
R.S. que tenga el patrón indicado; y es decidible de modo efectivo, 
respecto a cualquier secuencia finita de símbolos de R.S., el que sea 
de este patrón o no lo sea. Se dan tres patrones, y toda wff de R.S. que 
sea un caso o ejemplo de alguno de estos patrones, se supone como 
axioma. 


Estos axiomas son hipótesis razonables como lo pone en eviden- 
cia el hecho de que en la interpretación normal de los símbolos — 
y - todos son tautologías, 

Lo que se busca es que la interpretación de nuestro sistema lo- 
gístico sea adecuada a la formulación de argumentos. Los argumen- 
tos, como ya se sabe, consisten en premisas y conclusiones, todas 
ellas expresadas en enunciados, Correspondientes a estos argumen- 
tos tenemos, en nuestro sistema logístico, las secuencias de fórmulas 
bien formadas de las cuales la última es la “conclusión”. Se desea 
establecer un criterio que nos permita distinguir de manera formal 
entre dos clases de secuencias de wff en el sistema R.S.: las que se 
convierten en argumentos válidos cuando se les interpreta normal- 
mente y las que no lo hacen, 


En el Cap. 3 se caracterizó un argumento válido como uno para 
el que podía darse una demostración formal. Una demostración 
formal de la validez de un argumento se definía como una secuen- 
cia de enunciados, cada uno de los cuales era o una premisa o se 
infería de los enunciados precedentes por un argumento válido 
elemental, y cuyo último enunciado era la conclusión del argumento 
que se demostraba válido. Así, la cuestión de la validez de cualquier 
argumento se “reducía” al problema de la validez de ciertas formas 
de argumento elementales o reglas de inferencia. Algo por el estilo se 
propondrá respecto a R.S., pero no es deseable hacer hipótesis al por 
mayor respecto a las inferencias elementales válidas, como en el 
Cap. 3, en donde se postularon diecinueve reglas de inferencia, ade- 
más de las reglas de Demostración Condicional y Demostración 
Indirecta. Sin embargo, alguna regla de inferencia deberá ser su- 
Puesta en nuestro sistema logístico, o no habrá inferencias legítimas 
en el mismo, Una regla de inferencia será suficiente para hacer 
válidos todos los argumentos y (por lo tanto) para la demostración 
de todos los teoremas, dentro del sistema R.S. Suponemos Modus 
Ponens y lo enunciamos (en nuestro Lenguaje Sintaxis, claro está), 
como 


REGLA 1. De P y P > Q inferir Q. 
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Ejemplos de argumentos en R.S. que el supuesto de esta regla de in- 
ferencia hace válidos son 


—((A) *(—(B))) —((A,) (A) (—(—(C)))) 
Á y (A,)*(4,) 
B —(C) 

El supuesto de Modus Ponens como Regla 1 (abreviada R 1) de 
nuestro sistema logístico, por sí mismo, permite sólo una clase espe- 
cial de argumentos con dos premisas para ser considerados válidos. 
Pero R.S, es adecuado a la expresión de todos los argumentos for- 
malmente válidos que se pueden certificar por medio de tablas de 
verdad, incluyendo los argumentos extendidos que contienen cual- 
quier número de premisas. Así, es deseable introducir un método 
que dé validez a los argumentos extendidos en R.S. mostrando cómo 
sus conclusiones se siguen de sus premisas por aplicaciones reite- 
radas de R 1. Nuestro tratamiento es aquí, a grandes rasgos, análogo 
al que se da para los argumentos extendidos presentado en el Cap. 
3, aunque con ciertas diferencias importantes. Definimos una de- 
mostración de la validez de un argumento que tiene como premisas 
las fórmulas P,, P,, ..., P, y como conclusión la fórmula Q, como 
una secuencia de fórmulas bien formadas S,, S,, ..., Sx tal que: cada 
S; es o una de las premisas P,, P,, ..., P,, o uno de los axiomas de 
R.S. o se sigue de dos S precedentes por R 1; y tal que $; es Q. Como 
antes, un argumento se considerará válido si y sólo si existe una 
demostración de su validez. Se introduce una notación especial (en 
el Lenguaje Sintaxis) para representar esta idea. Introducimos el 
símbolo especial “+” (que puede leerse “da”) de modo que 

Po Po... ,P,FO 

asegura que existe una demostración de la validez del argumento 
que tiene P,, P,, ..., P,, como premisas y Q como conclusión. Por 
ejemplo, todos los argumentos, infinitos en número, designados 
por 

PQ 

—(QR) 

(RP) 
son válidos porque P > Q, —(QR) + —(RP), y la demostración con- 
siste en la siguiente sucesión de S (eses): 
1 (PQ) > [—(QR) > —(RP)] 
2: PIO 
: (QR) D (RP) 
4: (QR) 
5: (RP) 


A AAN ON YN 
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en donde S, es el Axioma 3, S, es la primera premisa del argumento, 
S, se sigue de S, y S¿ por R 1, S, es la segunda premisa, $, se sigue 
de S, y S, por R 1, y S, es la conclusión. Cualquier secuencia se- 
mejante de S (eses) será llamada una demostración de que P,, P., 
..., PAE OQ y cada S; se llamará un renglón de la demostración. 
Cuando se da una demostración de la validez de todos los argumen- 
tos en R.S. en cierta forma, como en el ejemplo mencionado, todo 
argumento particular de esa forma puede considerarse como conva- 
lidado por esa demostración, y la forma general puede considerarse 
corno una regla de inferencia derivada. 

La definición de demostración que se acaba de dar debiera ha- 
ber aclarado que los axiomas de R.S. funcionan como premisas 
“subentendidas” de todo argumento formulado dentro del sistema. 
Cuando dichos axiomas son las únicas premisas del argumento, la 
conclusión es un teorema del sistema. El que una fórmula dada 
Q sea un teorema se expresa escribiendo “+ Q”. La notación “F Q” se 
define más estrictamente como afirmando que existe una demos- 
tración de Q, que es una secuencia de fórmulas bien formadas S,, 
S:, ..., S,, tal que: cada S, es o un axioma de R.S. o se sigue de dos 
S (eses) precedentes por R 1, y S; es Q. 

Debiera observarse que la demostración, ya Sea de un teorema 
o de la validez de un argumento, es una noción efectiva, Dada 
cualquier secuencia de S, no importa qué tan larga sea, puede de- 
cidirse de manera mecánica, en un número finito de operaciones, 
si es o no es una demostración. Se puede decidir efectivamente de 
cualquier S si es o no es un axioma (y si es o no es una de las 
premisas, en caso de haber un argumento involucrado). Y si algún 
S, digamos S,, no es ni un axioma ni una premisa, entonces, como 
sólo un número finito de S preceden S, en la sucesión, después de un 
número finito de inspecciones se sabrá si dos de los renglones 
precedentes son S, y S; > S,, pues sólo si éstos ocurren en la suce- 
sión, anteriormente,. será S, una consecuencia de dos renglones 
precedentes, por R 1. 

Con esta definición de teorema, los tres axiomas y la regla (única) 
de R.S. pueden considerarse como una especie de máquina sim- 
bóliea para generar fórmulas bien formadas. Cada axioma, por sí 
mismo, genera un número infinito de wff y por aplicaciones reitera- 
das de R 1 a las mismas se produce una infinidad más de wff como 
teoremas, Es natural preguntarse ahora. En primer lugar, ¿es con- 
sistente el sistema?, y en segundo lugar, ¿son todos los teoremas, 
tautologías (en la interpretación normal de los símbolos primitivos )? 

Un sistema logístico que es un cálculo proposicional (como lo es 
R.S.) se llamará analítico si y solo si todos sus teoremas se con- 
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vierten en tautologías en sus interpretaciones normales. R.S. es 
analítico en esta definición, a condición de que + P implique que 
P es una tautología. Ahora demostraremos que R.S, es analítico. 


METATEOREMA II. RS. es analítico (esto es, si + P, entonces P 
es una tautología). 


Demostración: Usamos inducción fuerte sobre el número de 
aplicaciones (o usos) de R 1 en la demostración de que + P. 


CASO a: Supóngase que P resulta de un solo uso de R 1. Entonces 
R 1 debe ser aplicado a los axiomas. Los axiomas son tautologías, 
como fácilmente se verifica construyendo tablas de verdad para 
ellos. Luego P resulta de aplicar R 1a S y S > P, donde S y SP, 
ambas, son .autologías. Claramente P debe ser una tautología en 
este caso, porque si no lo fuera, habría un F cuando menos en un 
renglón de su tabla de verdad, digamos el renglón j. Pero como 
S es una tautología, tiene sólo el valor T en las posiciones de su 
tabla de verdad incluyendo, desde luego, una T en el renglón j. 
Luego en el renglón j-ésimo, S tendría una T y P una F, de modo 
que S > P tendría una F, contraponiéndose a que es tautológica 
y sólo tiene valores T en su tabla de verdad. Así, el metateorema 
es verdadero para m usos de R 1 donde m = 1. 


CASO f: Aquí suponemos que el Metateorema es verdadero para 
cualquier número k < m de usos de R 1. Considerar cualquier P 
que tenga una demostración que involucra rm usos de R 1. La fórmu- 
la P es o un axioma (en este caso, claramente una tautología) o 
debe resultar de renglones precedentes S y S 5 P usando R 1 m 
veces. El renglón anterior S o es un axioma (en cuyo caso es clara- 
mente una tautología) o se obtiene por k < m usos de R 1, y luego 
es una tautología por la hipótesis del caso f. De manera semejante, 
el renglón anterior S > P también debe ser una tautología. Ahora, 
como S y S>3P son tautologías, P también .debe serlo, por el 
argumento del caso e. 

De a y 8, por inducción fuerte concluimos que si + P (por cual- 
quier número de aplicaciones de R 1) entonces P es una tautología, 
lo que significa que R.S. es analítico. 


Establecida la analiticidad de R.S., su consistencia se obtiene 
de inmediato y se le puede considerar meramente un corolario del 
Metateorema II. Al demostrarlo, usamos el criterio Post para consis- 
tencia, según el cual un sistema deductivo es consistente si contiene 
en él mismo una fórmula que no es demostrable como teorema. 


COROLARIO: R.S. es consistente. 
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Prueba: La fórmula P: —P es una 1ff de R.S., pero no es una 
tautología, así que por el Metateorema II no es un teorema de R.S. 
Luego R.S. contiene una fórmula que no es demostrable como un 
teorema, por tanto, R.S. es consistente por el criterio de Post, 

Definimos la “completud deductiva” de un sistema logístico para 
el cálculo proposicional como la propiedad recíproca de la analiti- 
cidad. Un sistema analítico es aquél cuyos teoremas son todos tau- 
tologías; un cálculo proposicional se llamará deductivamente com- 
pleto en el caso en que todas las tautologías sean demostrables como 
teoremas dentro del mismo. La completud deductiva de R.S. es más 
difícil de establecer que los dos primeros Metateoremas y requiere 
que primero desarrollemos algunos teoremas del sistema. La demos- 
tración, entonces, se pospondrá hasta la Sec. 7.6, posterior al desa- 
rrollo de R.S. mismo en la Sec. 7.5, después de demostrar la inde- 
pendencia de los axiomas de R.S, en la siguiente sección, 


7.4. Independencia de los Axiomas 


Se dice que un conjunto de axiomas es independiente si cada 
uno de ellos es independiente de los demás, esto es, si ninguno de 
ellos puede derivarse como teorema de los restantes. Para demostrar 
la independencia de cada axioma es suficiente encontrar una carac- 
terística de las wff del sistema tal que: 


1. el axioma que se va a probar como independiente carece de 
la característica, 


2. todos los otros axiomas tienen la característica, y 


3. la característica en cuestión es hereditaria con respecto a las 
reglas de inferencia del sistema. 


El sentido de “hereditario” que aquí usamos es más o menos el 
que se explicó en la Sec. 3.4: una característica es hereditaria con 
respecto a un conjunto de reglas de inferencia si y sólo si siempre 
que pertenece a una o más fórmulas también pertenece a toda fórmu- 
la deducida de ellas por medio de esas reglas de inferencia, La ca- 
racterística de ser una tautología, en la interpretación que se piensa 
dar o normal, es hereditaria en ese sentido, pero no se la puede usar 
para demostrar la independencia de cualquier axioma porque todos 
los axiomas de R.S. tienen esta característica. 

Para demostrar la independencia de los axiomas de R.S. debe- 
mos usar un modelo que contenga más de dos elementos, semejante 
al que se usó en la Sec. 3.4 para demostrar la incompletud de las 
diecinueve Reglas de Inferencia originales. Para R.S. será suficiente 
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un modelo de tres elementos, pero para otros sistemas axiomáticos 
de función de verdad pueden requerirse modelos de más de tres 
elementos, 


Para demostrar la independencia del Axioma 1 de R.S. se intro- 
duce un modelo de tres elementos en términos del cual pueden in- 
terpretarse los símbolos y las fórmulas bien formadas de R.S. Los tres 
elementos son los “valores” 0, 1 y 2 que desempeñan papeles seme- 
jantes a los de los valores de verdad T y F, Cada símbolo proposicional 
tiene asignado uno de estos tres valores. Toda wff que no sea un 
símbolo proposicional tendrá uno de los tres valores 0, 1, 2 de acuerdo 
con las tablas siguientes: 


Pp — =P P Q PQ 
0 2 0 0 0 
1 1 0 1 1 
2 0 o 2 2 
1 0 1 
ES 2 
1 2 2 
2 0 2 
2 1 2 
2 2 2 


El símbolo definido “>”, cuya definición está dada por 
PQ = dí--(P--Q) 


tiene como consecuencia de esa definición, la tabla 


P 10) P>0 
0 0 0 
0 1 1 
0 2 2 
1 0 0 
1 1 0 
1 2 1 
2 0 0 
2 1 0 
2 2 0 


La característica de las fórmulas bien formadas que aquí utili- 
zamos es la de tener el valor 0 independientemente de los valores 
que se asignen a sus símbolos proposicionales componentes, Es fácil 
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ver que esta característica pertenece al Axioma 2 y al Axioma 3 de 
R.S. por las siguientes tablas (análogas a las explicadas en la Pág. 


28), 


(P 
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La característica fácilmente se ve que es hereditaria con respecto 
a R 1 de R.S. consultando la tabla dada para “>”. En el único 
renglón en que tanto P como P > Q tienen el valor 0, Q también 
tiene el valor 0. Por lo tanto, si la característica pertenece a una oO 
más wff también pertenece a todas las wff que se deducen mediante 
R 1. 

Finalmente, es fácil ver que la característica en cuestión no per- 
tenece al Axioma 1. Cuando P tiene asignado el valor 1, P > (PP) 
tiene el valor 1 y no el valor 0 dado que 1 > (1-1) es 1 > 2, que es 1. 
Luego el Axioma 1 es independiente. 

Al tratar de demostrar la independencia de un axioma en un 
cálculo proposicional naturalmente surgen tres preguntas. Primera, 
¿cómo decidir qué tan grande debe ser el modelo usado? Segun- 
da, ¿cómo decidir qué valores (elementos del modelo) asignar al 
hacer una tabla para los símbolos primitivos del sistema? Tercera, 
¿cómo decidir qué elemento (o elementos) del modelo designar como 
característica hereditaria? No existe una respuesta efectiva o me- 
cánica para estas preguntas. La metodología es todavía aquí cuestión 
de prueba y error. Por sencillez y economía debiera tratarse de usar 
un modelo de tres elementos. Si funciona, tanto mejor. Si no es 
así, hacer la prueba con un modelo de cuatro elementos, etc. Las 
respuestas a las preguntas segunda y tercera están interrelacionadas. 
Para probar la independencia del Axioma 1 se quería que tomara 
un valor no designado en al menos un caso en que los otros axiomas 
sólo toman el valor designado (o los valores designados) en todos 
los casos, y el valor designado es hereditario con respecto a R 1. 
Esta necesidad nos conduce a asignar, cuando menos en un caso, 
un valor diferente para P-P del designado para P (asignando un 
valor diferente (2) a P-Q para al menos un caso en el que P y Q 
toman simultáneamente el mismo valor (1)). Entonces, para que 
el Axioma 1, a saber, P > (P -P) tome un valor no designado en al 
menos un caso, especificamos que el condicional con (valor) ante- 
cedente 1 y (valor) consecuente 2 tome un valor no designado, en 
este caso 1. Para mostrar la independencia del Axioma 2, a saber, 
(P-Q) >P, esto es, para hacer que tome un valor no designado 
en al menos un caso, hacemos que su antecedente P-Q tame un 
valor designado en cuando menos un caso en el que su conse- 
cuente P tome un valor no designado. Es posible hacer varias asig- 
naciones tales, desde luego, pero cualquiera que se elija debe ser 
consistente con las otras restricciones para lograr que los otros axio- 
mas tomen solamente valores designados y hacer el valor designado 
hereditario con respecto a R 1. 
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Para probar la independencia del Axioma 2 de R.S. usamos el 
mismo modelo de tres elementos y la misma tabla para “—P”. La 
diferencia está en la tabla de “P - Q” siguiente, junto con la tabla 
que se deriva para “P 2 Q”. 


O 


VD Nin ==. Ooojy 
NN =0N=-0oN- ollo 
Vy»yy»DNOoowvw» Ss E 

O 
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La característica de las wff que aquí utilizamos es nuevamente 
la de tener el valor 0 independientemente de los valores asignados 
a sus símbolos proposicionales componentes, Esta característica es 
fácil ver que pertenece al Axioma 1 y al Axioma 3 de R.S. exami- 
nando las siguientes tablas, 


P > (P P) 
0 0 0 0 0 
1 0 1 0 1 
2 0 2 2 2 
PQ > It ( BY > —= (R P)] 
0 0 0.0 2 0 0 0 0 2 0 0 0 
0 0 0 0 2 0 0 1 0 2 1 0 0 
0 0 0 0 0 0 2 2 0 0 2 2 0 
0 2 1 0 2 1 0 0 0 2 0. 0 0 
0 2 1 0 2 1 0 1 0 2 1 0 0 
0 2 1 0 0 1 2 2 0 0 2 2 0 
0 2 2 0 0 2 2 0 2 2 0 0 0 
0 2 2 0 0 2 2 1 2 2 1 0 0 
0 2 2 0 0 2 2 2 0 0 2 2 0 
1 0 0 0 2 0 0 0 0 2 0 0 1 
1 0 0 0 2 0 0 1 0 2 1 0 1 
1 0 0 0 0 0 2 2 0 0 2 2 1 
1 2 1 0 2 1 0 0 0 2 0 0 1 
1 2 1 0 2 1 0 1 0 2 1 0 1 
1 2 1 0 0 1 2 2 0 0 2 2 1 


228 Un Cálculo Proposicional 


NNNNONNNNN 
Sooooooo00o0uUN yw 
NN += oo 0N»NNwyN 
ooo ooooooooso 
So0o00oNNONNOooo 
V NN” -=-S0O00u0N y» 
N yy Oo»NOooS»"NNpN 
N =-OÓO y» ?*0.wyN=-.0»ro 
So0oo0oo00o0o2000008N 
Soo 2 o000O00Nw 
N == SN SO» ono 
VNENNENENNNyNSOS o 
NUOUNNNSNN NDS o A 


Fácilmente se comprueba que la característica es hereditaria con 
respecto a R 1 de R.S. consultando la tabla correspondiente a “>”, 
En el único renglón en el que tanto P como P > Q tienen el valor 
0, Q tiene también el valor 0. Por lo tanto, si la característica 
pertenece a una o más uff también pertenece a todas las wff dedu- 
cidas de ellas mediante R 1. 

Finalmente, con rapidez se comprueba que la característica en 
cuestión no pertenece al Axioma 2, Cuando tanto P como Q tienen 
asignado el valor 1 (P: Q) > P tiene el valor 2 y no el valor 0 pues 
(1-1)>1€es00> 1 que es 2. Luego, el Axioma 2 es independiente. 

Para demostrar la independencia del Axioma 3 de R.S. usamos 
el mismo modelo de tres elementos y la misma tabla para “—P”, La 
diferencia estriba en la tabla para “P - Q” siguiente junto con la tabla 
derivada para “PQ”. 
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La característica de las fórmulas bien formadas que aquí utili- 
zamos es (nuevamente) la de tener el valor 0 independientemente 
de los valores que se asignen a sus símbolos proposicionales com- 
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ponentes. Esta característica es fácil ver que pertenece al Axioma 
1 y al Axioma 2 de R.S. por inspección de las tablas siguientes. 


POD (PP P) 
o 0 0 0 0 
1 0 1 2 1 
2 0 2 2 2 
(P DO > P 
0 0 0 o 0 
0 1 1 o 0 
0 2 2 0 0 
1 2 o 0 1 
1 2 1 0 1 
1 2 2 0 1 
2 2 0 o. 2 
2 2 1 0 2 
2 2 2 0 2 


La característica fácilmente se comprueba que es hereditaria con 
respecto a R 1 de R.S, consultando la tabla de “>”. El renglón, 
único, en donde P y P > Q tienen el valor 0 tiene la propiedad que 
ahí Q también tiene el valor 0. Por tanto, si la característica perte- 
nece a una o más uff, también pertenece a todas las wff que se 
deducen de ellas mediante R 1, 

Finalmente, es fácil ver que la característica en cuestión no 
pertenece al Axioma 3. Cuando P y Q tienen ambos asignados el va- 
lor 1 y R asignado el valor 0 (P>Q)> [-(Q:R) > —(R-P)] tiene 
el valor 1, no el valor 0, dado que (1>1)>[-(1-0)> —(0-1)), 
sucesivamente se reduce a 0 > [-2> —1], y luego a 0>[0> 1], o 
0 > 1, y finalmente a 1. Luego, el Axioma 3 es independiente. 


EJERCICIOS 


Para cada uno de los siguientes conjuntos de axiomas para cálculos propo- 
sicionales, pruebe la independencia de cada axioma: 


*1, El sistema de Church P,, tiene los operadores primitivos — y v, y €n el 
mismo P > Q se define —PvQ. Su regla es: de P y PQ inferir Q. 
Sus cuatro axiomas son: 


Axioma 1.(PvyvP>P 
Axioma 2. P2(PvQ) 
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Axioma 3. [Pv(QvR)] > [Qv(PvR)] 
Axioma 4. (2 R)> [(PvQ)> (PvR)] 


2. El sistema de Gótlind-Rasiowa, P,, tiene los mismos operadores primiti- 
vos, la misma definición de > y la misma regla que el sistema P, de 
antes. Sus tres axiomas son: 


Axioma 1. (PvP) >P 
Axioma 2. PD (PvQ) 
Axioma 3. (Q > R) > [(Pv Q) > (Rv PJ] 


3. El sistema de Frege, F.S., tiene como operadores primitivos == y D, y 
PvQ definida como —P >) Q. Su regla es: de P y P >) Q inferir Q. Sus 
cinco axiomas (quitando el axioma original 3 de Frege, (P >(Q>I RR) 
[Q 5 (PR)], que no era independiente) son: 


Axioma 1.P>(QOP) 

Axioma 2.[P>(Q >R]O[(P>2Q)5(PORB) 
Axioma 3. (P>Q)>(-Q>-—P) 

Axioma 4. =—PIP 

Axioma 5.P > ——P 


4. El sistema de Lukasiewicz, L.S., tiene los mismos operadores primitivos, 
la misma definición de v y la misma regla que el sistema de Frege. Sus 
tres axiomas son: 


Axioma 1.P>(Q>P) 
Axioma 2. [P>¡Q >B)]O[(PIQ)(POR)] 
Axioma 3. (PQ) >(Q>P) 


7.5. Desarrollo del Cálculo 


En el desarrollo de las reglas derivadas y teoremas de nuestro 
lenguaje objeto, motivados por el deseo de alcanzar el «igor consi- 
deraremos todos los símbolos completamente no interpretados. 
Cuando se les interpreta normalmente, las fórmulas —RP y PR 
son lógicamente equivalentes. Pero no se les puede considerar así en 
tanto que wff de R.S., en su desarrollo y la wff —RP=P-R no se 
puede aceptar como un teorema hasta haberla formalmente deducido 
de los axiomas del sistema. 

Es conveniente comenzar con la demostración de una regla de- 
rivada de inferencia para R.S. para convalidar una infinidad de ar- 
gumentos en ese sistema, Se le enuncia de la manera siguiente 


DR1.PDQ,Q0>3RE-(RP). 
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Su demostración requiere una secuencia de solamente cinco fórmu- 
las bien formadas, la tercera de las cuales escribimos dos veces, 
una vez abreviada, y no abreviada la otra: 


Sy: (PD Q) > [(Q=R) > (—RP)] 


Sy; (QA) > (RP) 
S!: (03 BR) (RP) 


El que esta secuencia de S (eses) sea una demostración se verifica 
fácilmente. El primer renglón, S, es el Axioma 3 del R.S. En verdad 
que existe una diferencia evidente entre S, y su formulación sin- 
táctica del Axioma 3: 


Sy: (P > Q) > [(QR) > —(—RP] 

Ax. 3: (P> Q) > [(QR) > (RP) 
porque S, contiene —R siempre que el Axioma 3 contiene R. El asun- 
to es que aquí estamos hablando respecto de las fórmulas bien 
formadas de R.S. Tanto S, como el Axioma 3 denotan una infinidad 
de wff de R.S, y toda wff de R.S. que se denota con S, también se 
denota mediante el Axioma 3 (aunque no recíprocamente). Esto 
podemos decirlo de otra manera. Nuestra primera regla derivada 
(DR 1) convalida una infinidad de argumentos que se formulan 
en R.S., como son: 


—((4)*(—(B)) —((B)+((C)) 
(BAC) y («CI (—(D)) 
—((—(C)) (4) —((—(D))*(B)) 


así como 


—((A)*(—(4)) —((A)-(B))*(—(—(C0))) 
(A) UADY) y (CY) (—((D)*(D)))) 
—((—(A) (A) (UD) UDI (A) (B)) 


La secuencia de S en la demostración dada denota una infinidad de 
secuencias de wff de R.S., una para cada uno de los argumentos 
diferentes cuya validez se trata de demostrar. El primer renglón 
de la demostración en R.S. para el primero de los cuatro ejemplos 
dados es la wff de R.S. denotada con S, cuando “P”, “Q” y “R” se 
toman como notaciones de “A”, “B” y “C”, respectivamente. Pero 
ésta es idénticamente la misma wff de R.S. denotada por nuestra 
formulación sintáctica del Axioma 3 cuando “P”, “Q” y “R” en el 
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mismo se consideran notaciones de “A”, “B” y “*—C”, respectivamente. 
Por tanto, la primera wff de la secuencia de demostración es uno 
de los axiomas, infinitos en número, de R.S. que provee el Axioma 
3. La situación es la misma con respecto a la demostración de la 
validez de cualquier otro argumento en R.S. que sea convalidado por 
DR 1. 

Fácilmente se comprueba que los otros renglones de la secuen- 
cia se apegan a los requerimientos establecidos en nuestra defini- 
ción de una demostración. Las dos premisas del argumento aparecen 
como S, y S, mientras que S, se sigue de S, y S, por R 1, y S; se 
sigue de S, (S;') y S. por R 1. Es útil escribir la justificación que 
acompaña a cada renglón en la demostración; “Axioma 3” a la de-- 
recha de S,, “premisa” a la derecha de S,, etc. Estos rótulos no son 
parte de la demostración sino simplemente una ayuda para el lector 
y el autor de la demostración. 

En esta etapa surge naturalmente la pregunta de si se puede 
recurrir a las reglas de inferencia derivadas al deducir teoremas a 
partir de los axiomas del sistema. Esto se discute de manera más 
conveniente en conexión con un ejemplo. Tomemos como nuestro 
primer teorema de R.S, la fórmula. 


TEOREMA 1. + -—(—PP) 


Esta fórmula se sigue directamente de los Axiomas 1 y 2 por 
medio de nuestra primera regla derivada DR 1. La siguiente es 
una secuencia de fórmulas que ya se ha demostrado que constituye 
un argumento válido (por nuestra demostración de DR 1) 


S: PPP. Ax.1 
S,: PPP Ax.2 
Sy (PP)  DRI1 


Por la discusión previa debiera estar claro que S, es el Axioma 2. Toda 
wff de R.S. denotada por nuestra formulación sintáctica del Axioma 2, 
“PQ > P”, es un axioma, y toda wff de R.S. denotada por la ex- 
presión sintáctica “PP > P” es (también) denotada por “PQ > P” 
de modo que S, denota una infinidad de axiomas de R.S. que son 
denotados por nuestra formulación sintáctica del Axioma 2. Y el que 
S, de hecho se sigue de S, y S, mediante DR 1 puede verse obser- 
vando que DR 1 da validez a cualquier argumento de la forma 


PQ 
OR 
(RP) 
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sin importar qué wff de R.S, sean las fórmulas P, Q y R. Luego 
DR 1 incluye el caso en que “P” y “R” idénticamente denotan las 
mismas fórmulas, mientras que “Q” y “PP” también denotan las mis- 
mas uff, 

Aun cuando la secuencia S,, S,, S, pueda considerarse una 
“prueba” del Teorema 1, no constituye una demostración, pues por 
definición una demostración involucra exclusivamente el uso de R 
1. Pero si tuviésemos una “prueba” en la que se usara una regla 
derivada, como DR 1 se usa en la secuencia dada, la demostración 
de la regla derivada podría insertarse en la secuencia. para dar 
lugar a una demostración propia. Así, en lugar de S, en la secuencia 
dada, la demostración de DR 1 puede sustituirse dando lugar a 


S,: PI PP Ax. 1 
So: PPP Ax. 2 
Sa: (PO PP) O [APPP)D APP]. Ax.3 
Sa: (PPP) D —(—PP) R 1 
Sa: (PP O P) D —(—PP) 

Ss: —(—PP) R 1 


Esta secuencia es una demostración; puesto que S,, S, y S, son axio- 
mas, S, se sigue de S, y S, por R 1 y S, de S, y S, por R 1. Además, 
esta demostración resulta de la “prueba” anterior haciendo ciertos 
cambios que se indican en la prueba misma. La secuencia original, 
que llamamos una “prueba”, no es una demostración, sino la des- 
cripción de una demostración que es posible dar. Una prueba puede 
considerarse como una receta para la construcción: de una demos- 
tración. 

Esta situación es análoga a la que se presenta cuando se de- 
muestran teoremas subsecuentes de un sistema deductivo no direc- 
tamente de los axiomas sino de teoremas antes establecidos. Aquí 
de nuevo un ejemplo será útil en la discusión. Como nuestro se- 
gundo teorema tomaremos la fórmula 


TEOREMA 2. H==P)DP 


que se sigue directamente del Teorema 1 por definición. Su prueba 
puede escribirse como: 

Si (——P=P) Teo, 1 

Si ——POP df. 


Es claro que esta secuencia no es una demostración, sino una prueba, 
pues dice exactamente cómo construir una demostración del Teo 2. 
En lugar de S, sólo necesitamos escribir nuestra demostración del 
Teo. 1 —o más bien la demostración de la versión del mismo que 
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es pertinente a la conclusión deseada, el Teo. 2—. El enunciado 
general del Teo. 1 es 


(PP) 


que denota todas las wff que son de esta forma sin importar cuál 
es la wff que la variable sintáctica “P” denota. Toda wff denotada 
con “(PP)” es de esa forma y, por lo tanto, se incluye 
entre la infinidad de fórmulas que se pueden probar en R.S., rotu- 
ladas como Teorema 1. La demostración de la prueba indicada 


en el Teo. 2 puede escribirse como sigue: 


Sii PO —P=P Ax. 1 
So: —P=P O —P Ax. 2 
Sy (PO —PZP) O [AU PPP) D — (PP) Ax. 3 
Sy A PPP) O APP) R 1 
Si (PP O PO A=—PP) dE 
Ss: (——P=F) R 1 
Sí: PIP dé. 


En general, las pruebas son más breves y, por tanto, de más 
fácil escritura que las demostraciones, Como cualquier prueba se 
puede convertir en una demostración sustituyendo cualquier ren- 
glón que sea un teorema previamente establecido por la demostración 
de ese teorema y cualquier renglón que resulte del uso de una 
regla derivada por la demostración de esa regla, pueden considerarse 
las pruebas como notaciones taquigráficas de las demostraciones. 
No obstante, las pruebas son diferentes, y no se les debiera con- 
fundir con las demostraciones. 

Antes de continuar con el desarrollo de otros teoremas y reglas 
derivadas para R.S. debiera observarse que el Teo. 2 puede igual- 
mente expresarse bien como + —PvP que es una versión del prin- 
cipio del Medio Excluido. Pues por nuestra definición del símbolo 
“y”, “PvP” es una abreviación de “—(—-—P-—P>)” que tiene como 
abreviación alternativa “—— P > P”, (Teo. 2). En la forma última, 
constituye una parte del principio de la Doble Negación. 

Los siguientes son algunos teoremas adicionales de R.S. que da- 
mos junto con sus pruebas (no sus demostraciones): 


TEOREMA 3, F-(QR)> (RD -Q) 


Prueba: F=--QI0Q Teo. 2 
EQ > Q) > [(QR) > —(R——0Q] ea 
E=(OR) > (R=——0Q) R 1 


F-—QR) > (R > —Q) df. 
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TEOREMA 4. PRD -=-=R 


Prueba: +F—(—RR)(ROD ——R) Teo. 3 
E —(—RR) Teo. 1 


FRAD==R R 1 
TEOREMA 5. F(Q>BPD(-P>2-Q) 


Prueba: + (Q-P)O(P>-0Q) Teo. 3 
F(QPI( PI -—Q) df. 


Se observará que el Teo, 5 es parte del principio de Transposición, 
y que los Teoremas 2 y 4 son partes del principio de la Doble 
Negación. Pero, aunque tanto P> --—P como —-—P> P se han 
probado como teoremas, el principio de la Doble Negación, Pe= 
——P, que abrevia (P > ——P)- (——P > P) (aún) no está probado 
que sea un teorema. Se seguiría de los Teoremas 2 y 4 por el prin- 
cipio de Conjunción P, Q FP-Q, pero este último no ha quedado 
(aún) establecido como principio de inferencia válido o como regla 
derivada para el sistema R.S. Estas observaciones se hacen con la 
intención de arrojar más luz sobre el significado del símbolo “k” 
Escribiendo “F P” se afirma que hay una secuencia de fórmulas 
bien formadas que termina en P y que es una demostración. Al es- 
cribir “+ P y F Q” se afirma que hay dos secuencias de wff y que 
ambas son demostraciones, una de las cuales termina en P y la otra 
en Q, Pero al describir “t P-Q” se afirma que hay una secuencia 
de fórmulas bien formadas, que es una demostración y que ter- 
mina en P-Q. Esta aseveración, aunque es diferente, se sigue de 
la precedente, por el principio de Conjunción que estableceremos 
como DR 14. 

La siguiente regla derivada se prueba: 


DR2. -—P2=QFQDP 


Prueba: (—P > —Q) > |-(—QQ) > —(Q—P)] Ax. 3 
=P =—Q premisa 
ADO) OP.) R 1 
—(=Q0) Teo, 1 
(Q—P) R 1 
OP df. 


Aunque el Teorema 5,+(Q>P) > (-P > -Q), es parte del prin- 
cipio de transposición, DR 2, -P>-—Q+QOIP, no lo es, Ese 
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principio afirma que (Q> P)==(-—P > —Q), que es nuestra la 
abreviación para [(Q>P)>(-P > -Q):[(-P> -Q)>(Q5 
P)]. El conjunto izquierdo es el Teorema 5 pero el conjunto derecho 
no es DR 2. Hay una importante diferencia entre 


=PDO=Q-QDP y FAPID-=0>(053P 


La primera afirma que hay una secuencia de wff, cada una de las 
cuales es —-P > —Q o un axioma, o se sigue de dos wff que le pre- 
ceden por R 1, y cuya última wff es Q > P. La segunda afirma que 
hay una secuencia de wff, cada una de las cuales es un axioma o 
se sigue de wff previas por R 1, y cuya última wff es (—P > -Q) 
> (Q > P). (La segunda no se ha establecido aún.) Hay, desde lue- 
go, conexión entre ellas, como la hay entre dos enunciados tales 
como P + Q y FP>Q. Dado el último fácilmente se establece el 
primero, pues a la secuencia de fórmulas bien formadas S,, Sz, ..., 
S, (donde S; es P >Q), que constituye una demostración para + PO 
Q, sólo es necesario agregar P como S;., y derivar Q como S;,,, Pues 
se sigue de S, y S,,, mediante R 1. Pero aunque + P > Q se sigue de 
P + Q, la prueba de esto es menos simple. Se le establecerá como 
Metateorema III (el Teorema de Deducción ); pero hasta que se haya 
probado, no se puede suponer que valga en el sistema R.S. 

Las siguientes son algunas reglas derivadas adicionales que da- 
mos con sus demostraciones: 


DR 3. PDQFRPO QR 


Prueba: (P> Q)> [—(QR) > —(RP)] Ax. 3 
P>0Q0 premisa 
(QR) > RP) R1 
RP > QR DR 2 


DR 4. P2Q,R > SE-=[(OSNPR)] 


Prueba: PQ premisa 
SP QS DR 3 
ROS premisa 
PR > SP DR 3 
—[—(OSKPR)] DR 1 


DR5. PDQ,QDR,ROSFPIS 


Prueba: ROS premisa 
(RS)(S> —R) Teo. 5 
=S DJ) =—R R 1 
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(8 2 BR) [A(RP > -(P=S)] Ax. 3 
—(—RP) >) (PS) R1 
P>0 premisa 
ODR premisa 
—(—RP) DR 1 
—(P=5) R 1 
Po df. 


La última regla derivada mencionada se puede pensar que es 
un Silogismo Hipotético “generalizado”. Al desarrollar el sistema 
R.S. conviene establecer DR 5 antes de probar el Silogismo Hipoté- 
tico familiar P>Q,Q>Rr POR, Este último quedará establecido 
como DR 6. Para facilidad en la prueba de la siguiente regla deri- 
vada es deseable que se prueben tres teoremas adicionales. Sus 
pruebas se dejan como ejercicios al lector: 


*TEOREMA 6. F(R-—-—P) > (PR) 

TEOREMA 7. PPP 

TEOREMA 8. HRPO PR 

Es conveniente enunciar y probar un corolario del Teorema 7: 
TEOREMA 7, Cor. FPv—P 


Prueba: —PD-—P Teo. 7 
—( PP) df. 
Pv —P df. 


Será instructivo para el lector que construya una demostración (y 
no meramente una prueba) del Teorema 7. Es una tautología tan 
obvia que parece trivial y, sin embargo, su demostración en el 
sistema R.S, no es breve. 


Tomados conjuntamente, DR 5 y el Teorema 7 proporcionan una 
prueba fácil de la validez del Silogismo Hipotético 


"DR 6. PDQ.QIREPIR 


En la prueba del siguiente Metateorema serán útiles algunos teore- 
mas y reglas derivadas adicionales. 


TEOREMA 9, +F-—(PR) > —(RP) 
DR7. PO ROSFPROIOS 


Es conveniente asentar dos corolarios de DR 7: 
DR 7, Cor. 1. PD QFPR > QR 

DR 7, Cor. 2. RDSFPRO PS 

DR8. PQ, P2REPOOQR 


* TEOREMA 10. F(PO)R > P(QR) 
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«“» 


La otra mitad del principio de Asociación para “-” es un útil corolario 


del Teo, 10: 


TEOREMA 10, COR. FP(QR) > (PO)R 


-DR 9. PIR,QISFH(PVO)>(RvS) 
*DR 10. PR, QIRE(PYO)DR 


TEOREMA 11. H(PvQO)>(QvP) 
TEOREMA 12. FH(PvQ)vR>Pv(QvR) 


La otra mitad del principio de Asociación para “v” es un útil corola- 
rio del Teorema 12: 


TEOREMA 12, COR. FPv(QvR)(PvO)vR 
TEOREMA 13. F[P>(Q>R)]>I[PO>R] 
“TEOREMA 14. F[POIR]>[P>(0 > B)] 


Estos dos últimos teoremas son las dos mitades del principio de 
Exportación, pero antes de obtener el principio mismo a partir 
de ellos hay que establecer el principio de Conjunción (como DR 14). 


DR. P>OQOPD(QIR)JFPR 
TEOREMA 15. FP(Q>POQ) 
TEOREMA 16. +P>(QIP) 


Establecidas estas reglas derivadas y teoremas estamos en posi- 
ción de probar el Teorema de Deducción para R.S. como 


METATEOREMA lll. SiP,,P,, ..., Pn-1, P, + Q entonces P,,P,, ..., 
Pri E PNIQ. 


Prueba: Suponemos que P,, P,, ...,P».,, P HQ, es decir, que hay 
una demostración o secuencia de wff S,, Sz, ..., S, tal que cada 
S; es un axioma ouna P;(i = 1,2, ...,n), o se sigue de dos S previas 
por R 1 y $, es Q. Ahora considérese la secuencia de wff P, >S,, 
PL>S,,...,P, > S,. Si podemos completar las wff antes de cada 
P, > S; de modo que la secuencia total que resulte sea una demos- 
tración a partir de P,, P,, ..., Pn., de modo que cada renglón de la 
secuencia total resultante sea un axioma o una P;(i=1,2, ..., 
n— 1) o se siga de dos renglones previos mediante R 1, entonces 
como P, > S, es P, > Q tendremos una demostración de que P,, P., 

.., Pas FP, >Q. El que podamos completar para obtener la de- 


Desarrollo del Cálculo 239 


mostración deseada se prueba por inducción débil sobre el número 
de fórmulas P,, > S; involucradas. 


(a) En el caso i = 1, sólo tenemos la fórmula P, > S, que con- 
siderar. Por hipótesis S, es un axioma o una P.(i= 1,2, ...,n). 


CcAso 1. $S, es un axioma. Aquí completamos con la demostra- 
ción del Teorema 16, FS, > (P, > S,) y S, mismo. De las dos últi- 
mas fórmulas deducimos P, > S, por R 1, de modo que la secuencia 
total de wff hasta P, > S, inclusive, es una demostración de que 
FP, > S, y, por tanto, de que P,, P,, ..., Pa, FP > S,. 


caso 2. $, es una P;(i= 1,2, ..., n — 1). Aquí completamos 
con la demostración del Teorema 16, + S, > (P, > $S,) y S, mismo. 
De las dos últimas fórmulas deducimos P, > S, por R 1, de modo 
que la secuencia total de wff hasta P, > S, inclusive, es una de- 
mostración de que S, + P, > S,. Puesto que S, es una P;,(i= 1, 2, 
. .., n — 1) tenemos una demostración de P,, Pz, ..., Ph, + PrL>S,. 


CASO 3. S, es P,. Aquí completamos con la demostración del 
Teorema 7, + P, > P,, esto es, FP, > S,, de modo que la secuencia 
total de wff hasta P, > S, inclusive es una demostración de que 
FP, $, y, por tanto, de P,, P,, ..., Pn1 HP, > $,. 


(8) Ahora suponemos que hemos completado apropiadamente 
todos los renglones hasta P, > $S;., inclusive, de modo que tenemos 
una secuencia de wff que es una demostración de P,, P,, ..., Pn., 
HP.) Si: Bajo esta hipótesis mostramos cómo completar para 
incluir P, > S, en la secuencia que entonces será una demostración 
de P,, P,, ..., Pn-, HP, D Si. Por hipótesis S, es o un axioma o una 
P:(i¡=1,2,..., 1) o resultó en la demostración original de la apli- 
cación de R 1 a dos S precedentes, digamos, S;, y S;(t, j<k). 


CASO 1. S, es un axioma. Insertar la demostración del Teore- 
ma 16, -S, > (P, > S;) y S; mismo, y derivar P, > S, por R 1. La 


secuencia total será entonces una demostración de P,, P»,, ..., Pa, 
EPA Sz 
CcAso 2. S,es una Pi(i=1,2,..., n — 1). Insertar la demos- 


tración del "Teorema 16, Si (P, > Ss), y Si mismo, y derivar 
P, > S;, por R 1. La secuencia total será entonces una demostración 
de P,, P,, ...>3 Pos F P, > Sk. 


caso 3. S;, es P,. Insertar la demostración del Teorema 7, 
FP, P,, esto es, FP, > S;, y la secuencia total será una demos- 
tración de P,, P,, ..., Pn, FP, DS. 
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caso 4.  S, resultó (en la demostración original de P,, P., 
..., PQ), por aplicación de R1 a dos S anteriores, digamos $, 
y S; donde i, ¿< k y S; es de la forma S;, > S;. Por la hipótesis del 
caso f hemos ya completado hasta P, > Sj, y P, > (S;>$;) in- 
clusive. Por DR 11, que se anuncia como 


PO PO(QIR)FPR 
tenemos 
LIS DAS OSA Sy 

Insertar la demostración de esta regla derivada cuyo último renglón 
es PAS; y la secuencia total será entonces una demostración de 
P,, P,, ”..3 Pra PP, Ss. 

Ahora, por inducción débil, concluimos que es posible completar 
cualquier número de renglones P, > S; de modo tal que la secuen- 


cia resultante sea una demostración de P,, Pz, ..., Pa, FPS; 
Así, podemos hacerlo para la demostración de P,, Pz, ..., Pu, 
P.FQ no importando cuántos renglones S,, S,, ..., S,, contenga. 


Y como $, es Q podemos construir una demostración de P,, P,, ..., 
P,-. FP, > Q. Así concluye nuestra prueba del Teorema de Deduc- 
ción. 

Una consecuencia inmediata es 
MT Ill, CoroLARIO: Si PFQ entonces FPPIOQ. 


Otro corolario tan obvio es la conclusión más general de que: el 
Teorema de Deducción es válido para cualquier cálculo proposicional 
que solamente tenga la regla Modus Ponens y contenga demostracio- 
nes paraP > P,P>(QODP)y(P2Q)>([P>2>(Q5 BM (PO 
R)). 

La manera en que puede usarse el Metateorema III (abreviado 
como “D.T.”) en las demostraciones queda indicada en la siguiente 
prueba de DR 6. Primero demostramos la relativamente trivial DR 6: 
P>Q,Q>IR, PER siguiendo los pasos que se muestran a conti- 
nuación: 


PO0 premisa 


P premisa 
O R 1 
OR premisa 
R R 1 


Ya entonces podemos probar DR 6 por simple aplicación de D.T. una 
vez yla prueba se puede escribir como 


P>O,QODR,PER DR 6 
P>OO>REPR DT. 
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Dado que D.T. nos proporciona un método efectivo de construcción 
de una nueva demostración para DR 6 sobre la base de la anterior 
para DR €, la prueba precedente de dos pasos es una recta perfecta- 
mente adecuada para la demostración que se desea. No debiera 
pensarse que se ha “malgastado” un esfuerzo al construir pruebas 
más difíciles de teoremas anteriores, pues había que establecerlás 
antes de probar el Teorema de Deducción mismo. 
Los siguientes son algunos teoremas y reglas derivadas de R.S. 


TEOREMA 17. FPPI(QvP) 
*TEOREMA 17, Cor. FPPI(PvOQ) 
TEOREMA 18. F(PvQ)R > (PR v QR) 


Este teorema constituye una parte del principio de Distribución —-la 
distribución de “-” con respecto a “v”, 


DR 12. P>—QFP> —(QB) 
DR 13. P>=REP> —(QR) 
'DR 14. P.QHFPO 


Aquí, finalmente, tenemos el principio de Conjunción. Nos permite 
establecer el principio de la Doble Negación como nuestro teorema 
siguiente, que es una consecuencia directa del Teo. 2 y el Teo. 4 
por DR 14, 


TEOREMA 19. FP=--—P 


Sin embargo, el Teorema 19, por sí mismo, no nos permite reem- 
plazar —-—P por P siempre que aparezca en el interior de una wff 
más extensa, Es decir, donde sea posible demostrar una wff + (--- 
==P ,..)la mera equivalencia de ——P y P no nos permite inferir, 
simplemente, que F (--- P...). La inferencia sería válida, pero 
hay que probar que es válida dentro del sistema R.S. La legitimidad 
de semejante reemplazo está asegurada por nuestro siguiente Meta- 
teorema, Antes de enunciarlo y demostrarlo, será conveniente es- 
tablecer las siguientes: 


DR 15. P=ZOQ-+=P=-0Q 
DR 16. P=Q,R=StFPR= QS 
DR 16, Cor. P=Q,R=SFPvYR=QvS 


Las pruebas se dejan como ejercicios para el lector. 
Ahora estamos en posición de probar la Regla de Reemplazo 
para RS. 


METATEOREMA IV (Regla de Reemplazo). Sean P,, P,,...,P, 
cualesquier wff, sea Q cualquier wff que no aparece en ninguna P,, y 
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sea S cualquier wff que no contiene componentes que no sean Q 
o P¡(1<i< nm). Sea S* una wff que resulta de reemplazar cual- 
quier número de ocurrencias de Q en S por R; entonces Q =R + 
s=8$*". 


Prueba: Usamos la inducción fuerte sobre el número de símbo- 
los de S, contando cada ocurrencia de «, —, Q, o cualquier P, como 
un solo símbolo. 


(a) n= 1. En este caso S es Q o P, solamente. 


caso l. Ses Q y S” es R. Es obvio que Q =R FQ=R, lo que 
podemos escribir como Q=R FS=S*?, 


caso 2. S es Q y S* es Q también. Puesto que + Q =Q, por el 
Teo. 7 y DR 14, + S=S*, luego Q=R +S=S". 


CASO 3. S es una P,. En este caso S* es también la misma P.. 
Dado que + P;==P, por el Teo. 7 y DR 14, + S =S* luego Q =R 
PS=S$*'. 


(£) Aquí se supone la verdad del Metateorema para cualquier 
S que contenga < n símbolos. Considerar cualquier S que contenga 
exactamente n símbolos (nm > 1). Es claro que S debe ser —$S, 
09,58%, 


caso 1. S es -$,. Como S contiene n símbolos, S, contiene < n 
símbolos, así que por la hipótesis del caso 8, Q=R F S,=S,”, 
donde S,* es una wff que resulta del reemplazo de cualquier número 
de ocurrencias de Q en S, por R. Pero S,=S,* + —S,:=-S,* por 
DR 15 y como —S,* es obviamente lo mismo que S*, tenemos Q = 
RrSs=S*. 


caso 2. S es S,-S,. Aquí S, y S», cada una contiene < n sím- 
bolos, de modo que por la hipótesis del caso f, Q =R FS,=S,* y 
Q=RFS,==S,*, Pero por DR 16, S,=S,*, S¿==S,* FS, S,== 
S,*-S,* y como toda S,* - S,* es una S*, Q=R + S==S*. 


De modo que por la inducción fuerte inferimos que sin atención 
al número de símbolos que haya en S, Q=R + S==8S*. 


MT IV, Corortario: Si Q, R, S y S* son como en el Metateorema 
IV, entonces Q =R, S FS*. 


La prueba del corolario es  .via. 

De la lista de Reglas de Inferencia usadas al probar la validez de 
argumentos en el Cap. 3, las nueve primeras eran formas de argu- 
mento válidas elementales propiamente, y las últimas diez eran equi- 
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valencias que se suponían sustituibles entre sí. De las nueve prime- 
ras, la primera, Modus Ponens, es la regla primitiva R 1 de R.S. La 
tercera, el Silogismo Hipotético, ya se ha establecido como DR 6; y . 
la octava, el principio de Conjunción, se ha probado como DR 14. 
Las seis restantes se prueban con facilidad como reglas derivadas 
de R.S, Se pueden alistar como 


DRI7. P>0Q —QrF-P (Modus Tollens>) 

DR 18. PvQ, —PFQ (Silogismo Disyuntivo) 
DR 19. POFP (Simplificación ) 

DR 19, Cor. PQFQ 
“DR 20. (PD Q(R 55), PVvRFQvS (Dilema Constructivo) 
DR 21. (PD OQ(R IS), -Qv St —Pv—R (Dilema Destructivo) 
DR 22. PFPvQ (Adición ) 


Las equivalencias que constituían las últimas diez de las die- 
cinueve Reglas de Inferencia se establecen fácilmente. El principio 
de la Doble Negación se ha probado ya como Teorema 19. Los 
principios de Conmutación y Asociación se obtienen con facilidad 
aplicando DR 14 a teoremas y corolarios ya establecidos. 


TEOREMA 20. EPvQ=0QvP (Conmutación de “v”) 
TEOREMA 21. FPQ=OP (Conmutación de “-”>) 
TEOREMA 22. +[Pv(QvR)]=|[(PvQ)vR] (Asociación de “v”) 
TEOREMA 23. HP(QR)= (PO)R (Asociación de “-”> 


El principio de Transposición puede obtenerse por DR 14 del Teo- 
rema 5 y lo que resulta de aplicar el Teorema de Deducción a DR 2. 
TEOREMA 24. HPDQ)=(-Q) —P) (Transposición ) 
La prueba del principio de Exportación es aún más obvia. 

TEOREMA 25. F[(PQ) > R]=[P>(0 > R)] (Exportación ) 


Las pruebas del grupo final de teoremas del sistema R.S. serán 
dejadas al lector como ejercicios. 


TEOREMA 26. +P=PP (Tautología ) 
TEOREMA 26. Cor. FP=PyP (Tautología > 
TEOREMA 27. FH-(PO)=(—Pv—0Q) (Teorema de De Morgan) 
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TEOREMA 28, F-(PvQ)=(—P-—Q) (Teorema de De Morgan) 
Teorema 29. HP > 0)=( PQ) (Implicación Material) 
“TEOREMA 30. + PQ v R)= PQ v PR (Distrib. de “-” sobre “v”) 


"TEOREMA 30, Cor. F(PvQiR= PR v QR 
TeEorEMA 31. F(P=0Q)=[P0 y PQ] (Equivalencia Material) 
TEOREMA 32. FPvQR=(P v QUP v R) (Distrib. de “v” sobre “-”) 


Establecidos los teoremas de este último grupo, se ha mostrado 
que R.S. contiene todos los principios lógicos a que se hace llamado 
para convalidar los argumentos extendidos del Cap. 3. Conteniendo, 
como de hecho contiene, el Teorema de Deducción y el principio 
de la Doble Negación, también es adecuado a los métodos de Prueba 
Indirecta y Prueba Condicional que se estudiaron en el Cap. 3. To- 
davía queda por probar que el sistema es deductivamente completo, 
lo que se establece en la sección gue sigue. 


7.6. Completud Deductiva 


En los Teoremas 22, 23 y 30 tenemos ya la Asociación de “v” y 
“”, y la Distribución de “” respecto a “v”. Pero como se dice ahí, 
estas propiedades sólo se han establecido para los casos que exacta- 
mente involucran tres wff, Al probar la completud deductiva de R.S. 
es conveniente hacer uso de principios de Asociación y Distribución 
más generales. Estos se establecerán como nuestros tres siguientes 
Metateoremas. El primero establece la Asociación y Conmutación 
generales del símbolo conjuntivo “”, asegurando que sin importar 
el orden o agrupamiento de cualquier número de fórmulas bien 
formadas al conjuntarlas, la fórmula bien formada que resulte será 
equivalente al resultado de conjuntarlas en cualquier otro orden J 
agrupamiento. Esto podemos enunciarlo formalmente como: 


METATEOREMA V. Sean P,, P,, ...,P, cualesquier wff y Q y R dos 
wif que se construyen a partir de ellas por medio de “”. Si cada P; 
(1<i<m) aparece exactamente una vez en cada una de las wff 
Q y R, entonces FQ=R. 


Prueba: Se usa inducción fuerte sobre el número de “factores” 
(es decir, conjuntos) P, en Q y R. 


«) Cuando n = 1, Q y R son idénticamente iguales a la misma 
wff P,, así que + Q=R por el Teo. 7 y DR 14. 
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fB) Aquí suponemos que el Metateorema es verdadero para k < mn 
factores P,, P,, ..., Px. Ahora, considérense Q y R construidas cada 
una con n > 1 factores P,, P,,... P,. Q es S:T y Res X- Y. 

Cada una de las wff S y T contiene al menos uno de los factores 
P,, Pz, ..., Pan. Podemos suponer que P, es un factor de S, porque 
en el caso contrario podemos aplicar el Teorema 21 y rotular de 
nuevo para obtener + Q=S - T donde $ contiene ahora P, como factor. 

Puesto que T contiene por lo menos una de P,, P,,...,P, como 
factor, S contiene <n de los factores P,, P,, ...,P,. Luego, o S es 
P,, y FQ=P,-T o por el supuesto del caso 8 + S =P, - S', donde 
S' es una wff que contiene todos los factores de S excepto P,. En el 
último caso, por MT IV, Cor., tenemos 


FO =(P,"S)T 
y por el Teo. 23 y MT. IV, Cor. 
+Q=P,*(S”-T) 


En ambos casos hay una ff, llamémosla T”, tal que 
FO=P,*T' 
Por el mismo razonamiento podemos mostrar que hay una ff, lla- 
mémosla Y”, tal que 
HR =P,*Y' 
Cada una de las wff T” y Y”, contiene los n — 1 factores P,, Ps, ... 
P,, de modo que por el supuesto del caso £ 
ET =Y' 
Por el Teo. 7 y DR 14 tenemos + P, =P,, así que por DR 16 tenemos 
EPT =P Y 
y por MT. IV, Cor. 
-PO=R 
El Metateorema V ahora se sigue por inducción fuerte. 

El principio siguiente concierne a la Asociación y Conmutación 
general del símbolo de disyunción “v”. No importando en qué or- 
den o agrupamiento se conecten cualesquier wff por medio del sím- 
bolo “v”, la disyunción que resulta o “suma lógica” será equivalente 
al resultado de conectarlas por medio de “v” en cualquier otro orden 
o agrupamiento. Esto se enuncia de manera formal como 
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METATEOREMA VI. Sean P,, P,, ..., P, cualesquier wff y Q y R, dos 
wff construidas a partir de ellas por medio del símbolo “v”. Si cada 
P.(1<1i< n) aparece exactamente una vez en cada una de las wff 
Q y R, entonces + Q=R. 


La prueba se dejará como ejercicio para el lector. 


MT. VI, CoroLARIO. Si Q y R son como en el Metateorema VI, en- 
tonces Q FR. La prueba de este corolario es obvia. 


Por último, deseamos establecer un enunciado generalizado de 
la Distribución de la Conjunción respecto a la Disyunción, esto es, 
de “-” respecto a “v”. Este se expresa como 


METATEOREMA VII. Si Q es la suma lógica de P,, P,,...,P,, es 
decir (P,vP.,...P,) acordando la asociación a la izquierda, y 


si S es la suma lógica de P,R, P¿R, ..., PR entonces + QR ==S. 


Prueba: Usamos la inducción débil sobre el número de “suman- 
dos” (es decir, los disyuntos) P,, Pz, ..., P. 


a) Sin =1,Q esP,, QR es P,R y S es P,R también. Por el Teo. 
7 y DR 14, FP,R =P,R que es FQR =S. 


f£) Suponer el Metateorema verdadero para los k sumandos P,, 
P., ...,P,. Ahora sea Q la suma lógica o disyunción de P,, 'P,,..., 
Px, Px,, y sea S la suma lógica de P,R, PR, ..., PxR, Py.¡R. Ahora 
argumentamos lo siguiente 


FP, vP v...vP)R=PERvPRyv...vP¿R por el supuesto del caso £ 
ER: R=RAsR Teo. 7 y DR 14 
H(P, vP,v...vP)RvP, ¡R= 

(P,RVPRy...vPR)vP,,¡R DR 16, Cor. 
EL(P, Po W... v Pa) V Po, JR = 

(P, vP,v...vP)RvP,,¡R Teo. 30, Cor. 

E [(P, v Pavo... Y Pi) v Pi ]R = 

(P.RvP,Rv...vP.R)vP,¿,¡B MT. IV, Cor. 


Por nuestro convenio de asociar a la izquierda, el renglón precedente 
también se puede escribir como 

(PVP, vw... vP.vP  )JR=P,RvP Rv... vP¿R yv Po, R 

lo que es + QR=S donde Q contiene k + 1 sumandos. 


Por inducción débil, se sigue ahora el Metateorema VII, 
Para probar que R.S. es deductivamente completo, mostramos 
que todas las tautologías son demostrables corno teoremas dentro del 


Completud Deductiva 247 


sistema, Puesto que todas las tautologías se pueden expresar como 
wff de R.S. (por MT 1), la completud deductiva de R.S. se expresa 
como: Si S es una tautología entonces + S. Un criterio para decidir 
si cualquier wff es o no es una tautología lo proporciona el método 
de las tablas de verdad. Cualquier wff S tiene una tabla de ver- 
dad con tantas columnas iniciales como símbolos proposicionales 


distintos hay en S. Si hay n de ellos, digamos P,, P», ...,P,, la tau- 
tología S tendrá esta tabla de verdad: 

PO Pro... PS 

T A S T 

T To... FE T 

F Fo... T T 

F Fo... E T 


Cualquier tabla tal tiene 2” renglones, cada uno de los cuales repre- 
senta una asignación diferente de las T y F a los P;, y aparecen 
todas las asignaciones posibles, El que sólo haya T en la columna 
bajo S indica que toda asignación posible de las T y F a las P; debe 
asignar una T a S. 

Para mostrar que + S para todo S tal, establecemos lo siguiente: 


primero, que cada renglón de su tabla de verdad, esto es, cada 
asignación de valores de verdad a las P;,, puede representarse por 
una wff de R.S., el primer renglón por Q,, el segundo por Q., ..., y 
el último o 2”-ésimo por Q.n; 


segundo, que si Q,, Q,, ..., Qs, son las 2" wff que representan 
todas las asignaciones posibles de las T y F a los P;, entonces + (Q, 
vQ, yv ... Y Qu); y 


tercero, que si una asignación particular de las T y F a los P,, 
asigna una T a S, entonces si Q; representa esa asignación particu- 
lar, tenemos F+Q,>S. 

Es fácil ver que estos hechos son suficientes para probar + S, 
Si la tabla de verdad para S tiene sólo valores T en la columna 
encabezada por S, entonces - Q, DS, FQ,DS,...,+ Qu $. 
De aquí, usando DR 10, 2” — 1 veces, tenemos + (Q, vQ»v...v 
Q2) > S. Y habiendo establecido que + (Q,vQ.v... vQ2,) obte- 
nemos + S por R 1. 

Ahora atacaremos el problema detalladamente. Primero debemos 
mostrar que cada asignación posible de valores T y F a los P; de un 
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conjunto (P,, P», ..., P,) se puede representar por una 1wff. Será 
conveniente la siguiente: 


Definición. Se dice que una twff representa una asignación par- 
ticular de valores de verdad a los símbolos proposicionales P,, P,,..., 
P, si y sólo si (en la interpretación normal de nuestros símbolos 
operadores) es esa la única asignación de valores de verdad que hace 
verdadera la wff, 

Si se asigna T a todo P;,, esta asignación está representada por 
la conjunción P, + P,: ...- P,, que denotamos con “Q,”. Si se asignan 
las T a todos los P;,, exceptuando P,, al que se asigna F, la asignación 
está representada por la conjunción P,-P,+...-P..,* —P, que de- 
notamos “Q,”. Se hace lo análogo para cualquier otra asignación 
posible correspondiente a todos los renglones de la tabla de verdad, 
terminando con la conjunción —P,: —P¿+ ...-+ —P, que denotamos 
“Q:n”. De esta manera cualquier renglón de cualquier tabla de verdad 
puede representarse por una wff de R.S., lo que establece el primer 
resultado mencionado en el párrafo precedente. 


Ahora nos ocupamos del segundo, que expresamos como: 


METATEOREMA VIII. Si Q,, Q»,...,Qs, representa todas las posibles 
asignaciones de valores de verdad a los n símbolos proposicionales 
distintos P,, P,,...,P,, entonces + (Q,vQ,v...v Qs). 


Prueba: Usamos inducción débil sobre el número de los P,; 


a) Si n=1, 2% =2, y Q, es P, y Q, es —P,. Aquí tenemos 
+ P, v —P, por el Teo. 7, Cor., que es + (Q, vQ»). 


f£) Supóngase el Metateorema para P,, P,, ..., Pz. Ahora consi- 
dérese el conjunto P,, P,, ...,Px, Pym. Si Q,, Qz, ..., Qu; Tepre- 
sentan todas las asignaciones distintas posibles de valores de verdad 
a P,, Pz, ..., Px, tenemos +(Q,vQ,v... v Qu) por la hipótesis 
del caso £. 

Ahora proseguimos nuestro argumento como: 
EPura Y Pas Teo. 7, Cor. 
FLO) VQ2V ++ V Qui Y Pu) DR 14 
E(Qy VQ2Y 0 Y Qu Br Y Pr) = 

(Q1 1 Q2 vo. Y Qui Pr Y (OL 200 Y Qu Pr Teo. 30 

HO, VQ) VW. Y OP (O, VOS VW Y OP MT IV, Cor. 


F(Q1 1 Q2V ++ V Qi = (OP Y O2Pigr Y >>> Y Ou Fes 1) MT VI 
F(Q, vQ2v--.v Cad Pe = 
(OP Y Oo Pura Y 0 + Y O Pg) MT VII 
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FP(QrPirr Y OoPerr Y >> + Y QarPer a) Y (QA Pasa Y 
OoPrra vo. Y Oo Pas 1) MT IV, Cor. 

EQrPia Y OrBua Y OoPira Y OP Yo Y 
OCaLura Y Oax Pus, MT VI Cor. 


La expresión precedente contiene 2 + 2% = 2 -2* = 2** sumandos 
distintos, cada uno de los cuales representa una asignación diferen- 
te de valores de verdad a P,, P,, ..., Py. Cada Q¡Px.. y cada 
Q;—Ps,, es una diferente Q';, donde las 2**1 (Y, representan todas las 
asignaciones posibles de valores de verdad a P,, P;, ..., Px,. Luego 


FLQUVQUMv... VQ). El Metateorema VIII ahora se sigue por 
inducción débil. 


Ahora demostramos que si la asignación de valores de verdad 
representada por Q, asigna T a S, entonces + Q;, > S. Esto se pro- 
bará estableciendo un resultado un poco más general, que incluye 
también el caso en que la asignación de valores de verdad asigna 
F a S, en vez de lo anterior. Este hecho se enuncia y se presenta 
como nuestro siguiente metateorema. 


METATEOREMA IX. Si Q, representa cualquier asignación posible 
de valores de verdad a n símbolos proposicionales P,, P,, ...,Pn y 
S es cualquier wff sin componentes que no sean los P,(1<i<mnm), 
entonces, si la asignación de valores de verdad representada por 
Q;¡ asigna T aS, entonces FQ; > S, y si la asignación de valores 
de verdad representada por Q; asigna una F a S, entonces FQ;, > $. 


Prueba: Se usa inducción fuerte sobre el número de símbolos 
de S, contando cada aparición de -, de —, y de cualquier P, como 
un solo símbolo, 


a) Si n = 1, S debe ser un solo símbolo, y como es una ff 
debe ser un P, (1 <i<m). 


CAso 1. Q, asigna una T a S, es decir, a P,. Luego P, y no —P; 
debe ser un factor de Q,. Por MT V, + Q,=P,R, donde R es una 
conjunción de todos los factores de Q, excepto P,. Ahora se argu- 
menta como sigue: 


FPPROP, Ax. 2 
P Qj> P, MT IV, Cor. 


que es FQ;y>S. 


caso 2. Q, asigna una F a S, esto es a P;. Luego —P; debe 
ser un factor de Q,. Por MT V, + Q,=-—P¡R, donde R es una 
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conjunción de todos los factores de Q),, excepto —P;,. Ahora se 
argumenta: 


FPR O —I, Ax. 2 
FO) —P, MT IV, Cor. 


que es FQj5 —S. 


f) Supóngase verdadero el Metateorema para toda S que con- 
tenga Cualquier número k < n de símbolos. Ahora considérese una 
S que contenga n (> 1) símbolos. La wff S es o S,:S, o —S,. 


caso 1. SesS,-S,. 


Subcaso A: Q, asigna T a S. Aquí Q, debe asignar una T a S, 
y una Ta S,. Dado que S,, $, contienen menos de n símbolos cada 
una, argumentamos como sigue: 


FOIS, por la hipótesis del caso f£ 
EQ); > Sa por la hipótesis del caso f£ 
FQ¿3S,"S2 DR 8 


que est QoS, 


Subcaso B: Q) asigna una F a S. Aquí Q, debe asignar una F 
a S, o una F a S,. Si se asigna a S,, entonces +Q, > -S, por la 
hipótesis del caso f, y luego por DR 12 + Q;,> —(S,-S,) que es 
FQ;,> —S. Si se asigna a S, entonces + Q;, > —S, por la hipótesis 
del caso f, y luego por DR 13 FQ;,> —(S,-:$S,) que es FQ,D -S. 


CASO 2. Ses -S,. 


Subcaso A: Q, asigna Ta S. Aquí Q; debe asignar una F a S,. 
Luego, por la hipótesis del caso f£, FQ;> —S, que es + Q;>S. 


Subcaso B: Q); asigna una F a S. Aquí Q; debe asignar una T 
a S3. Luego, por la hipótesis del caso 8, + Q;> S,. Pero HF S,) 
——S, por el Teorema 4, de modo que por DR 6 tenemos ?t 
Q; > ——S;, que es + Q4) -S. 


El metateorema IX ahora se sigue por inducción fuerte. 


La completud deductiva del sistema se sigue fácilmente y puede 
probarse como: 


METATEOREMA X. R.S. es deductivumente completo (esto es, 
si S es una tautología entonces + S). 
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Prueba: SiS es una tautología, entonces cada posible asigna- 


ción de valores de verdad a sus componentes P,, P,, ..., P, debe 
asignar T a S. Luego por MT IX: 

FQOLS 

FQ¿ IS 

EQ DS 
donde Q,, Q,, ..., Q;, representan todas las posibles asignaciones 
de valores de verdad a P,, P;,..., P,. Ahora, usando 2” — 1 la DR 
10, tenemos 


F(QLVQ2V ++. V Quu) IS 
y por el MT VIII, 


P(Q,VQ2V +. Y Qua) 


De éstas deducimos + S por R1, lo que completa nuestra prueba del 
Metateorema X. 


El problema decisorio para cualquier sistema deductivo es el pro- 
blema de enunciar un criterio efectivo para decidir si un enunciado 
o una fórmula bien formada es o no es un teorema del sistema. En 
vista de la analiticidad y completud deductiva de R.S. (Metateo- 
rema ll y X), el método de las tablas de verdad constituye una 
solución del problema de decisión o decisorio. Las tablas de verdad 
nos permiten decidir efectivamente si una wff es o no es una tauto- 
logía. Por el MT Il, sólo las tautologías son teoremas, y por el MT 
X, todas las tautologías son teoremas. Luego, las tablas de verdad 
nos permiten decidir con efectividad si una wff cualquiera es o no 
es un teorema. Más aún, las pruebas hasta el MT X, inclusive, 
no Sólo nos aseguran que para toda wff tautológica existe una de- 
mostración, sino que prescriben de manera efectiva un método para 
construir su demostración. La demostración construida siguiendo las 
instrucciones contenidas en la prueba de la completud deductiva 
serán, en general, más largas que una que se descubre gracias al 
ingenio y la inventiva. De acuerdo. Pero es significativo e importan- 
te que por el uso de la receta contenida en las pruebas hasta la del 
MT X, inclusive, puede llevarse a cabo una demostración dentro 
del sistema logístico, para cualquier tautología sin necesidad de in- 
genio o inventiva. La solución efectiva del problema decisorio, para 
el sistema, lo garantiza. 

Es claro, a partir de lo anterior, que cualquier argumento cuya 
validez es posible establecer por el uso de las tablas de verdad puede 
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probarse válido en R.S, En el Cap. 3 se pretendía que todo argu- 
mento tal podía probarse como válido usando la lista de diecinueve 
Reglas de Inferencia aumentada por los principios de la Prueba 
Condicional y la Prueba Indirecta. Ahora estamos en posición de jus- 
tificar esa afirmación, que equivale a decir que el método de deduc- 
ción presentado en el Cap. 3 es deductivamente completo. Esto pode- 
mos hacerlo mostrando que todo argumento cuya validez puede 
probarse en R.S. también puede probarse válido por los métodos del 
Cap. 3. 

Considérese cualquier argumento P,, ..., P,.'.Q cuya validez 
puede probarse en R.S. Decir que hay una demostración en R.S. de 
su validez, es decir, que hay una demostración en R.S. para la regla 
de inferencia derivada P,, ..., P, -Q. Por n aplicaciones del Teo- 
rema de Deducción, Exportación y la Regla de Reemplazo, tenemos 
FP >Q donde P es una conjunción de P, ..., P.. Por la analitici- 
dad de R.S., P>Q es una tautología de tabla de verdad, luego 
P.-Q es una contradicción. Ahora, hay una prueba formal de 
validez para el argumento 


(1) Pisa Las —Q PA 


usando los métodos del Cap. 3 (por uso repetido del principio de 
Conjunción). Luego, hay una prueba formal que utiliza los métodos 
del Cap. 3, para el argumento 


(2) y 


donde N es una forma normal disyuntiva? de la fórmula P-: --Q, 
pues las equivalencias incluidas entre las Reglas de Inferencia del 
Cap. 3 son suficientes para permitir la deducción de la fórmula 
normal disyuntiva de cualquier renglón de una prueba formal. 

Dado que P- -Q es una contradicción, N es una disyunción en 
la que todo disyunto contiene una contradicción como un conjunto. 
Luego por utilización reiterada de las variantes de prueba formal 
de validez para 


qv lp =p)r] q 


la prueba formal de validez para (2) se puede extender a una 
prueba formal de validez para 


(3) Pro Bo QM, 


donde N, es un solo disyunto de N. Si N, no es en sí misma una 
contradicción explícita, es una conjunción que contiene una con- 


> Véase el Apéndice A, Págs. 335-342 
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tradicción como conjunto. Luego por Com. y Simp. (y posible- 
mente Asoc.), la prueba formal de validez para (3) puede exten- 
derse y proveer una deducción de una contradicción explícita del 
conjunto de premisas P,, ..., P,, —Q. Y esta deducción constituye 
una Prueba Indirecta de validez para el argumento original P,,..., 
P, ..Q. Por lo tanto, cualquier argumento que puede probarse como 
válido en R.S. se puede probar válido por los métodos del Cap. 3, 
lo que es suficiente para mostrar que el método de deducción pre- 
sentado en el Cap. 3 es también un sistema de la lógica deductiva- 
mente completo.*” 


1% La prueba precedente es una adaptación del artículo “Completeness of Copi's Method 
of Deduction”, por John Thomas Canty, publicado en Notre Dame Journal of Formal 
Logic, Vol. IV (1963), Págs. 142-144. Véase tamhién M.C. Bradiey, “Copi's Method of De- 
duction Again”, de la misma publicación, Val. XII (1971), Págs. 454-458. 


Sistemas y Notaciones 
Alternativos 


8.1. Sistemas Alternativos de Lógica 


La frase “sistemas alternativos de lógica” puede entenderse en 
tres sentidos diferentes. Son paralelos a los tres sentidos de la frase 
“sistemas alternativos de geometría”, y se les puede explicar de la 
manera más conveniente por analogía con aquéllos. Podemos hablar 
de la geometría plama euclidiana y la geometría del espacio eucli- 
diana como sistemas alternativos en el sentido de que la primera 
puede estudiarse independientemente de la segunda, y son en efecto 
diferentes en cuanto que la segunda incluye más que la primera. De 
manera análoga, podemos hablar de un Cálculo Proposicional y de un 
Cálculo Funcional como “sistemas alternativos de lógica” en cuanto 
que el primero puede estudiarse independientemente del segundo, 
y que el segundo incluye más que el primero —pues un Cálculo de 
Funciones contiene todas las tautologías y reglas del Cálculo Propo- 
sicional, además de los axiomas de la Cuantificación, Reglas y Teo- 
remas—. No nos vamos a ocupar de este sentido de sistema alterna- 
tivo en el presente capítulo. 

Un segundo sentido es aquel en el que se puede decir de la geo- 
metría euclidiana y la riemanniana (o lobachevskiana ) que son sis- 
temas alternativos. Son alternativos en el sentido de que, aunque 
puedan poseer algunos teoremas en común cada una posee teoremas 
no incluidos en la otra. Así también, de manera paralela a esta 
situación de la geometría, tenemos en la lógica sistemas alternativos 
de lógica que exhiben la misma clase de diferencias. Un sistema 
ordinario “bivaluado” de la lógica cuyas fórmulas en interpretación 
son verdaderas o falsas, se puede contrastar con los sistemas “tri” o 
“multivaluados” de la lógica cuyas fórmulas se supone que —en la 
interpretación— toman tres o n > 3 “valores de verdad” diferentes. 
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Los sistemas de lógica, alternativos en este sentido, han experimen- 
tado un gran desarrollo, primero por los trabajos de Jan Lukasiewicz, 
en Polonia, e independientemente por E. L. Post en EE. UU., y en 
fecha más reciente por J. B. Rosser y A. R. Turquette.: Estudiar 
estos sistemas rebasa los propósitos de este libro. No es este sentido 
de sistemas alternativos el que nos ocupará en el presente capítulo. 

El tercer sentido en el que se puede hablar de sistemas alterna- 
tivos de geometría es en el que se suponen diferentes bases axiomá- 
ticas de las cuales, sin embargo, se deducen idénticamente los mis- 
mos teoremas. Así, se han construido muchos conjuntos distintos de 
axiomas para la geometría euclidiana, y todos dan los mismos teo- 
remas. En sistemas alternativos de esta clase, se toman términos 
diferentes como términos indefinidos o primitivos y se suponen di- 
versas fórmulas como axiomas o postulados. El término que es 
indefinido en un sistema puede ser definido por otros términos pri- 
mitivos en el otro sistema, y lo que en uno se supone como axioma 
puede ser deducido como teorema a partir de los axiomas del otro 
—e€n el cual los axiomas corresponden a teoremas del primero—. 
Es éste el sentido de sistemas alternativos que se estudia en el pre- 
sente capítulo. 

Las verdades lógicas cuya sistematización estamos consideran- 
do son tautologías función de verdad. Todo sistema adecuado por 
completo a su expresión y desarrollo debe ser funcionalmente com- 
pleto, analítico, y deductivamente completo en los sentidos en que 
R.S. se probó que posee estas propiedades en los Metateoremas 1, 
II y X del capítulo anterior. Cualquier sistema tal será llamado un 
Sistema Modelo de la Lógica, y cualquier sistema de axiomas para 
la lógica será una alternativa genuina y aceptable de R.S. si y sólo 
si es un Sistema Modelo. Hay muchos diferentes Sistemas Modelos, 
diferentes en cuanto que suponen fórmulas distintas como axiomas. 
No obstante, son equivalentes, primero, en que pueden expresar —en 
sus interpretaciones normales— todas las funciones de verdad; se- 
gundo, en que incluyen todas las tautologías como teoremas y 
tercero, en que todos sus teoremas son tautologías. Un sistema 

1 Ver J. Lukasiewicz; “O logice trojwartosciowej”, Ruch Filoroficrny (Lwow), Vol. 5 
(1920), Págs. 169-171. 

E. L. Post, “Introduction to a General Theory of Elementary Propositions”, American 
Jourral of Mathematics, Vol. 43 (1921), Págs. 163-183. 


J. B. Rosser, “On the Many-Valued Logics”, American Journal of Physics, Vol. 9 (1941), 
Págs. 207-212. 

J. B. Rosser y A. R. Turquette, “Axiom Schemes for M-Valued Propositional Calculí”, 
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alternativo tal se probará que es un Sistema Modelo en la sección 
siguiente. 


8.2. El Sistema de Hilbert-Ackermann 


El sistema de Hilbert-Ackermann para el cálculo proposicional, 
como reconocieron D. Hilbert y W. Ackermann “es en esencia debido 
a Whitehead y Russell (Principia Mathematica, primera edición )”. 
$us símbolos primitivos son una infinidad de letras con y sin sub- 
índices: 

Az A, 
B, B, 
Cz GC; 
D, D, D, 


ES 


SON» 


que en su interpretación normal expresan proposiciones no com- 
puestas, y además de los paréntesis, tiene los dos símbolos opera- 
dores “«=” y “y” (designados en nuestro metalenguaje por “-” y 
“y”), cuyas interpretaciones normales son las operaciones de nega- 
ción y disyunción débil (o inclusiva). Continuamos usando los sím- 
bolos “P”, “Q”, “R”, “S”,..., con y sin subíndices, en nuestro meta- 
lenguaje, para denotar fórmulas bien formadas de H.A. (el sistema 
de lógica de Hilbert-Ackermann). La noción de una uff de H.A. se 
define recursivamente a continuación: 


Regla Recursiva para las wff en H.A. 


1. Toda letra, sola, de H.A. es una uff. 
2. Si P es una uff entonces — (P) es una ff. 
3. Si P y Q son wff entonces (P)v(Q) es una wff. 


(Ninguna fórmula de H.A. será considerada como wff, a menos 
que lo sea por esta definición. ) 


Los símbolos “>”, “-”, “=” se definen sintácticamente para nues- 
tro metalenguaje por medio de 


P2Q=d=PvQ 

PQ =d=(—Pv-—Q) 

PO = dí P-Q 

P=Q=df(POQXO>P) 
Continuaremos usando los mismos convenios respecto a los pa- 
réntesis, que se adoptaron en el capítulo precedente. 
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Se suponen cuatro (patrones de) axiomas o postulados en H.A. 
P1 (PvP >P 
P2. P>(PvQ) 
P3.(PvO)>(QvP) 
P4. (PQ) [(RvP)> (RvOQ) 
Cada una de estas expresiones sintácticas denota una infinidad de 
wff de nuestro lenguaje objeto H.A., tal como en el desarrollo me- 
talógico de R.S. 


Finalmente, se supone una sola regla de inferencia, que podemos 
enunciar como 


R' 1. De P y P > Q, inferir Q. 


Hay que darse cuenta que R' 1 es diferente de R 1, porque R' 1 
legitimiza argumentos dentro de H.A. que son de la forma 


P 
—PvyQ 
Q 


mientras que R 1 legitimiza argumentos en R.S. que son de la forma 
P 
(PQ) 
Q 


y éstos son claramente diferentes. Se puede hacer más fuerte el 
contraste escribiéndolos como 


R 1. De P y - (P--Q), inferir Q. 
R' 1. De P y — P vQ, inferir Q. 


Por el MT 1V, Corolario, y el Teorema 29 de R.S. cualquier wff en 
R.S. que por R 1 se sigue de otras dos wff debe también seguirse 
por R” 1 y recíprocamente. Pero esto no se puede suponer verdadero 
de H.A. hasta que se haya probado. 

Una “demostración en H.A.” de la validez de un argumento de 
premisas P,, P,,..., P, y conclusión Q se define como una sucesión 
de wff S,, Sa..., S, (de H.A.) cada una de las cuales o es un 
postulado P 1,P 2,P30P4,ounaP,(1<i<Hnm) o se sigue de 
dos $ precedentes por R” 1 y tal que S, es Q. El hecho de que hay una 
demostración de esta índole en H.A. se escribe 


Po Poo. E, IHR Q 
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De manera semejante, el que la fórmula P sea un teorema de H.A. 
se escribe 


ha P 


que afirma que hay una sucesión de wff S,, S,,..., S. (de H.A.), 
cada una de las cuales o es un postulado P 1,P2,P30P4,o0se 
sigue de dos precedentes S por R' 1, y tal que S, es P. 

La completud funcional de H.A. es fácil de establecer. (Fue el 
Ejercicio 1 de la Sec. 7.2 del capítulo precedente.) Una prueba de la 
analiticidad de H.A. se da fácilmente usando tablas de verdad para 
mostrar que cualquier postulado P 1, P 2, P 3,P 4 es una tautología, 
y luego probando que cualquier wff que se sigue de tautologías por 
aplicaciones reiteradas de R' 1 también debe ser tautológica. 

La independencia de los postulados de H.A. se establece por los 
siguientes modelos. 

Para probar que el Postulado 1 es independiente usamos el mo- 
delo de tres elementos (0, 1, 2) de los que 0 es el elemento designado, 
y los valores asignados a las wff lo son de acuerdo con las tablas: 


P —P P Q PvO0 PQ 
0 2 0 0 0 0 
1 1 0 I 0 1 
2 0 0 2 0 2 
1 0 0 0 
1 1 0 0 
1 2 1 1 
2 0 0 0 
2 1 1 0 
2 2 2 0 


Para probar que el Postulado 2 es independiente usamos el mo 
delo de tres elementos (0, 1, 2), con elemento designado 0, y las 
tablas: 


P =P P 10) PvO P>0 
0 1 0 0 0 0 
1 0 0 1 0 1 
2 2 0 2 0 1 
1 0 0 0 
1 1 1 0 
1 2 1 0 
2 0 0 0 
2 1 1 1 
2 2 1 1 
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Para probar la independencia del postulado 3 usamos el modelo 
de tres elementos (0, 1, 2) con 0 designado, y las tablas: 


PvQ PQ 
0 0 
2 


"y 


P =P 


0 
1 
2 


=-O2w.p 
DON im. =QOoSo 
N-OoN=OSNroío 
NEO "=O0osSo 
o”»rooooSw 


Para probar la independencia del Postulado 4 usamos el modelo 
de cuatro elementos (0, 1, 2, 3) con 0 designado y las tablas: 


P —P P Q PvOQ P>0 
0 1 0 0 0 0 
1 0 0 1 0 1 
2 3 0 2 0 2 
3 0 0 3 0 3 
1 0 0 0 
1 1 1 0 
1 2 2 0 
1 3 3 0 
2 0 0 0 
2 1 2 3 
2 2 2 0 
2 3 0 3 
3 0 0 0 
3 1 3 0 
3 2 0 0 
3 3 3 0 


La completud deductiva de R.S. se probó en el Cap. 7 mostrando 
que todas las tautologías eran deducibles por su regla R 1, a partir 
de sus tres axiomas. Podría pensarse que para probar la completud 
deductiva de H.A. bastaría deducir los tres axiomas de R.S. como 
teoremas de H.A. y la regla R 1 de R.S. como regla derivada de H.A. 
¿Pues no mostraría eso que todas las tautologías son deducibles, vía 
esos tres teoremas y una regla derivada, a partir de los cuatro pos- 
tulados de H.A., por su regla R' 1? Esta no es una cuestión sim- 
plemente retórica. La respuesta, de hecho, es negativa. La dificultad 
es que los sistemas H.A. y R.S. tienen símbolos primitivos diferentes. 
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A pesar de que R.S. y H.A. son deductivamente completos, no todas 
las tautologías pueden derivarse por la regla R 1 de R.S. a partir 
de los tres axiomas de R.S., cuando se considera a éstos como cons- 
truidos o formulados en la base primitiva de H.A., y no en la de R.S., 
esto es, con — y v como símbolos indefinidos en lugar de — y - . Esto 
puede mostrarse probando que la tautología Pv — P es independiente 
de las formulaciones de H.A. de los tres axiomas de R.S.: — [P-—(P- 
PM, —1(PQ)=P] y —( (PQ) [-—(QR)-——(R'P )]), en el 
sentido de no ser derivable de ellas por la formulación de H.A. de 
la Regla de R.S.: P, —(P--Q) Ima Q. 

Para probar que una tautología especificada no puede probarse 
en un sistema de axiomas dado se procede como para probar que 
un axioma de un sistema es independiente de los otros axiomas. Se 
considera la tautología especificada como si fuera un axioma del 
que se fuera a probar la independencia, y se intenta mostrar que 
no se sigue de los (otros) axiomas del sistema por la regla dada del 
sistema, tal como se describió en la Pág. 226. 

Para probar la independencia (no derivabilidad) de la tautología 
P v —P usamos el modelo de seis elementos (0, 1, 2, 3, 4, 5), con las 
tablas para — y v (y la tabla de derivación para -), dadas a conti- 
nuación. 

PO 
(PY —Q) 


O) 
| 
a) 
¿ 

rO 
Ú 
a) 
« 
¿ 

ro 


0 00 yDyNy»NyO A nu hu e i SO SOS Sy 
Oda RO uh NY »N-ogduAhao Nm” Siro 
0 1064 100 YN YN SS ..IIOCOCCOO Ny» So Ss|< 
2 di seee es SSA AIM 
A RUIDO -agoUYno om”. há 1AOSOOS Aa gg 
OS ooo0o00OSaMAmA 1 o SS xa 1>o So aaa 
GR UR UAROSOS aaa o oo aaa Sos 


262 Sistemas y Notaciones Alternativos 


DUDO as es as y ay 0) 
Uh DN == O NgAGoDON-=oS gama 
RIA YO Suu oy Y Oo Sy 
Scoco0o0oo00o00003003030 —= mm” pu 
SO -=. há Y NODO"”AaQqUuUuoso > mm 
ocooocoooooo0o0oooosoS 
gt UU GEO QUO OOO UD Y 


En este modelo de tres elementos 0, 1, 2, los tres son elementos 
designados. La característica de tomar valores designados es heredi- 
taria con respecto a la regla: De P y —(P: —Q) inferir Q: y las tres 
formulaciones en H.A. de los axiomas de R.S. sólo toman valores 
designados. Pero para el valor 2 para P, tenemos Pv —P = 2v -2 = 
2 v4 = 3 que no es un valor designado.? 

Para probar la completud deductiva de H.A. primero establecemos 
algunos teoremas, reglas derivadas y metateoremas para este sistema. 


TEOREMA 1. hHa(Q>R)O[(P>0O>(PB] 


Demostración: 1. (Q>R)>[(PvQ)>(—PvR)] P4 
2. (QIR)(PDQOD(POIR) df. 
DR 1. PDQO.QIRÍHmP>IR 
Prueba: 1. (Q>R)[PDQ)>(PR)I Teo. 1 
2. QIR premisa 
3. (PDQDO(PR) R'1 
4. PQ premisa 
5. POR F1 
TEOREMA 2. la PO (QvP) 
Prueba: 1. P>(PvQ) P2 
2. (PvQO)>(QvP) P3 
3. P>(QvP) DR 1 


2 Véase Henry Hiz, “A Warning About Translating Axioms”, (Una advertencia res- 
pecto a la traducción de los axiomas), American Mathematical Monthly, Vol. 65 (1958) 
Págs. 613 y sigs.; Thomas W. Seharle, “Are Definitions Eliminable in Formal Systems” 
(Abstract), The Journal of Symbolic Logic, Vol. 35 (1970) Págs. 182 y sigs.; y Alonzo 
Church, Introduction to Mathematical Logic, Princeton (1956) Págs. 125 a 128. En este 
tema me ha sido heneficiosa Ja correspondencia que he tenido con el profesor Jean 
Porte y la discusión sostenida con el profesor Anjan Shukla. 


El Sistema de Hilbert-Ackermann 263 


DR 2. QA Im (PvQ)D(PVR) 


Demostración: 1. (0 >R)> [(PvQ)> (PvR) P4 
2. QIR premisa 
3. (PvQ) D(PVR) R'1 


TEOREMA 3. Ha POP 


Prueba: 1. PD(PvP) P2 
2. (PvP) P P1 
3. PP DR 1 
DR 3. PvQ HaQvP 
Demostración: 1. (PvQO)>(QvP) P3 
2. PvQ premisa 
3. QvP R 1 
TEOREMA 4. ra Pv —P 
Prueba: 1. PP Teo. 3 
2. PvP df. 
3. Pv—P DR 3 


TEOREMA 5. haP O —-P 


Prueba: 1. —Pv——P Teo. 4 
2, PID-—P df. 


TEOREMA 6. Ha ——P DP 


Prueba: 1. =P -=-=-=P Teo. 5 
2. (Pv—P) O (Pv ———P) DR 2 
3. Pv—P Teo. 4 
4. Pv==-=P F' 1 (2, 3) 
5. ———PyP DR 3 
6. ==PDP d£. 


TEOREMA 7. lx [P v (Q y R)] > [0 v (Pv A)] 


Prueba: 1. RO(PvR) Teo. 2 
2. (OvR)>[Ov(PvA)l DR 2 
3. [Pv(QvR)] > [Pv[Q v(P y R)l) DR 2 
4. (Pv[Ov(PvR)) > ([Ov(PvR) vP) P3 
5. [Pv(Ov RI > ([O v (P v R)] v P) DR 1 (3, 4) 
6. PD(PvR) P2 
7. (PVR)>[Q>(PvR)] Teo. 2 
8. PD[Q > (PvR)l DR 1 (6, 7) 
9. ([Ov(Pv R)] v P) > 


(Ov(Pv Ri v [O v(Pv BM) DR 2 (8) 
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10. ([Qv(PvR)] v[Qv(PvR)]) > 
[O v(P vR)] 

11. ([Ov(PvR)] vP) > [O v(PvR)) 

12. [Pv(Ov R)] > [Q v (P v R)] 


TEOREMA 8. IHa[Pv(QvR] > ((PvQ)vR] 
Prueba: 1. (OvR)>(RvQ) 

2. [Pv(Qv RI] > [Pv(R vQ)] 

3. [Pv(Rv Q)] > [Rv(PvO)] 

4. [Pv(QvR)] > [R v(P v Q)] 

5. [Rv(PvQ) > [(Pv Q)v A] 

6. [Pv(OvR)] > [(PvO)vR] 


TEOREMA 9. lma[(PvO)vR]>[Pv(QvR)] 


Prueba: 1. [(PvQO)vR]>[Rv(Pv0Q)] 
. [Rv(PvQ) > [Pv(RvQ)] 
. [(PvQ)vR] > [Pv(RvQ)] 
. [Pv(RvQ)] > [(PvR) vQ] 
. (Py Q)vR] > [(PvR)v Q) 
. [(PvR)vQ]> [OviPvR) 
. [PY Q)vR] > [Ov(PvR)] 
. [Ov(PvR)L > [Pv(QvR]] 
. [(PvO)vR]>[Pv(OvR)] 
TEOREMA 10. bra P> [0 > (PO)! 
Prueba: 1. (—Pv—Q)v —(—Pv —Q) 
2. [(—Pv=Q)v (Py =Q) > 


(Py [—Q v —(—Pv —Q)]) 
3. —Pv[=Qv (Py —Q)] 


4. P>[Q > (PO) 
DR 4. PQ BAPO 
Prueba: 1. P>[Q > (PO) 
2. P 
3. Q > (PQ) 
4. 


Q 
5. PO 


Ko A MAS 


Teo. 10 
premisa 
r1 
premisa 
r1 


Los siguientes tres teoremas se rigen por la DR 4 de los Teoremas 
5 y 6, los Teoremas 8 y 9 y el Teorema 3, respectivamente: 


TEOREMA ll. bhP=-=-=P 


TeorEmMA 12. lm(Pv(OvR)]=[PvQ)vR] 


TEOREMA 13. ha P=P 


DR 5. PQ (Hi=0Q>5-P 


-. PQ 

QA 
PIDO 
=—Pv =—=—Q 
y. =—Qv—P 
|. =Q>2-P 


Prueba: 


TEOREMA 14. [ma (PO) > P 


¿PO (Pv—Q) 
UPV =Q)) =P 


Prueba: 


Prueba: 


1 
2 
3 
4, 
5 
6 


1 
2. 
3. 
4 
5 


= =P DP 


HU PvYv=—Q)DP 
- (PQ) > P 


TEOREMA 15. Ha (PO) > 0 


L (<Qv —P) > (Pv—Q) 
2. (PY =Q)) (QvP) 
5. (PO) > (OR 

5, 


(OP) 50 
(PQ) 
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premisa 
Teo. 5 
DR 1 

df. 

DR3 


P3 
DR5 

df. 

Teo. 14 
DR 1 


Las dos reglas derivadas siguientes son consecuencia de los dos 


teoremas precedentes, por R' 1. 


DR 6. PO /HAP 
DR 7. PO lñxQ 
DR8. P=Q | -P=-0Q 
Prueba: 1. P=0Q 
2. (PQO>P) 
3. PQ 
4. =Q>-P 
5. Q3P 
6. =P>-=0Q 
7. (PD =Q(0 > =P) 
8. =-P=-Q 
DRY P=0,Q0=R [maP=R 
Prueba: 1. P=0Q 
2. (PD QNO>P 
3. P>0 


4. 


OP 


premisa 
df. 

DR 6 
DR5 
DR 7 (2) 
DR5 
DR 4 

df. 


premisa 
df. 

DR 6 
DR7 
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Q=R 
(Q > RAR > Q) 
OR 
ROQ 
9. PR 
10. RIP 
11. (PO RAR OP) 
12. PR 


PUDO 


TEOREMA 16. haa P= (PvP) 


Prueba: 1. P>(PvP) 
2. (PvP)P 
3. [PO (Pv P)l][(Pv P) > P] 
4. P=(PvP) 
TEOREMA 17. HmaP=(PP) 


Prueba: 


= (PP) 
Asa 

LE ODR 

2 ( a 

3. (PvR)>(RvP) 

4. (PVO) D(RvP) 


1. 
2. 
3. 
4. a Py —P) 
5. 
>R 


DR 11. PS2QROSHx(PvR)> (QvS) 


Prueba: 1.R OS 
2. (PvR)>(SvP) 
3. PQ 
4. (SvP(QvS) 
¡PVvRID(OvS) 


pS 


DR 12. P=Q,R=SHx(PvR)=(QvS) 


Prueba: 1. P=Q 
2. (PD QNO >P) 
3. PQ 
4. Q5P 
5. R=S 
6. (ROSAS DR) 
T. ROS 
8. SR 


premisa 


DR 2 


premisa 
DR 10 
premisa 
DR 10 
DR 1 (2, 4) 


premisa 
df. 

DR 6 
DR 7 
premisa 
df. 

DR6 
DR7 
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E (PvR)(QvS) DR 11 (3, 5) 
(OvS)7(PvR) DR 11 (4, 8) 

ñ (PvR) > (0 v SILO y S) > (PvR)] DR 4 

12. (PvR)=(Q vS) df. 


En esta etapa resultará útil probar la Regla de Reemplazo como el 
primero de nuestros metateoremas. 


METATEOREMA I. (La Regla de Reemplazo). Sean P,, P.,..., P, 
cualesquier fórmulas bien formadas, y Q cualquier fórmula bien 
formada que no ocurre en ninguna P, y S cualquier fórmula bien for- 
mada que no contiene componentes que no sean QyP, (1<i<m). 
Si S* es cualquier fórmula bien formada que resulta de reemplazar 
cualquier número de ocurrencias de Q en S, por R, entonces Q =R 


HA S =8*, 

Prueba: Inducción fuerte sobre el número de símbolos en S, 
contando cada ocurrencia de v, —,Q, o cualquiera de las P, como 
un solo símbolo. 

(a) n = 1. Aquí S es o Q sola o una sola P.. 

caso 1. Ses Q y S* es R. Es obvio que Q =R há Q=R, 
que podemos escribir como Q==R hrza S=8*, 

caso 2. SesQyS? es Q también. Aquí En Q=0Q (Teo. 13), 
es decir, Há S=8* luego Q=R [ma S=S*. 

CASO 3. Ses una P;. Aquí S* es P;, también. Aquí |Ha P;, = 
P; (Teo. 13) esto es, Ha S =S*, luego Q =R En Ss=S8*'. 

(8) Aquí se supone el metateorema verdadero para cualquier S 


que contenga menos de n símbolos. Ahora, considerar cualquier S que 
exactamente contenga n (> 1) símbolos. S es o - $, o S; v S,. 


caso 1. Ses —S,. Aquí S, contiene menos de n símbolos, de 
modo que por la hipótesis del caso $, Q=R |Ha S, =S,*. Pero 
S,=S,* Fa —-S,=-S,* por DR 8. Es obvio que — (S,*) = (- 
S,), luego —S,* es S*, por tanto Q =R Fa s=S*. 

caso 2. SesS, v S,. Aquí S, y S, contiene cada una menos de 
n símbolos, así que por la hipótesis del caso fp Q =R En S, =S8,* 
yQ=R a S. =S»*. Ahora por DR 12: S,=S,*, S..=S),* Fa (S, 
v S,) = (S,* v S,*), de modo que Q == R ha (S, vS2) == (S,* vS,*). 
Dado que cualquier S,* v S,* es una S*, tenemos Q == R ha s=8S". 
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Así, por inducción fuerte inferimos que independientemente del 


número de símbolos en S, Q==R la S=S*. 


MT I, CoroLaRIo: SiQ,R,S y S* son como en el Metateorema 1, 


entonces Q=R,S Ha S* 


La prueba de este corolario es obvia. 


Con unos cuantos teoremas y reglas derivadas más nos acercare- 
mos aún más a una prueba de la completud deductiva para H.A. 


TEOREMA 18. Im(PvQ)=(QvP) 


Prueba: 1. (PvQ)>(QvP) 
2. (OvP)>(PvOQ) 
3. [(Pv Q) > (Q v PILO v P) > (PV O) 
4. (PvQ)=(QvP) 
DR 13. P>OQ,P>RÍmaP>(QR) 
Prueba: 1. P>0Q 
2 =05=P 
3. POR 
4. =RO-P 
5. (Qu —R) 2 (Pv —P) 
6 (Pv=P > —(Qv —R) 
7. (PP) > (QR) 
8. P> (QR) 


TEOREMA 19. |ma[Pv(QR) > [(Pv OXP v R)] 


Prueba: 1. (QR) > 
2. [Pv DS 
3. (QR) 2 
4. e On (PYR) 
5. [ 


Pv(OR)] > [(Pv QNP v R)] 
DR 14. PO(QR)HAQ>(PIR) 
Prueba: 1. PI(QR) 
2. —Pv(—QvR) 
3. [=P v(QV RJ > [-Q v(-PvR)] 
4. =Qv(—PvR) 
5. QO(PR) 


premisa 

DR 5 

premisa 

DR5 

DR 11 

DR5 

df. 

MT Ll, Cor., Teo. 17 


Teo. 14 
DR2 
Teo. 15 
DR 2 
DR 13 


premisa 
df. 

TrEo. 7 
r1 

df. 
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DR 15. P(O>R)ÍHA(PO)>R 


Prueba: 1. PD(QOR) premisa 
2. —Pv(—QvR) df. 
3. (—Pv—Q)vR MT 1, Cor., Teo. 12 
4 (Pr —Q)vR MT Il, Cor., Teo. 11 
5. (PO) >R df. 

TEOREMA 20, ma [(Pv OP v RJ] > [Pv(OR)] 

Prueba: 1. Q>[R> (OR) Teo. 10 
2. [Rv(OR)] O ((PvR)>[Pv(OB)M)  P4 
3. 0> ((PVR) > [Pv(OR)]) DR1 
4. (PvR) > (0 > [Pv(OR)]) DR 14 
5. (05 [Pv(QR)I) > 

(Py Q)> (PvP v (ORI) P4 

6. (PvR)O ([(PVO) > [Pv[Pv(OR))) DR1 (4, 5) 
7. (PVR) O ((PvO)> [(Pv P v(OR)]) MTI, Cor., Teo. 12, 
8. (PvR) > ((PvQ) > [Pv(QR)]) MT 1, Cor., Teo. 16 
9. (PvQ)> ((PvR) > [Pv(OR)]) DR 14 


10. [(Pv QXP v R)] > [Pv (QR)] DR 15 


TEOREMA 21. Ima[Pv(QOR)=[(Pv OXP v A] 
Prueba: Teo. 21 se infiere del Teo. 19 y Teo, 20 por DR 4. 


TEOREMA 22. hna (PO) =(Pv —Q) 
Prueba: 1. —(PO) = (PQ) Teo. 13 
2. (PO) == (Py —Q) de. 
3. (PO) =(Pv —Q) MT I, Cor., Teo. 11 


( 
TEOREMA 23. Ha —(Pv Q) =(P=Q) 


Prueba: 1. (PvQ)=-(PvYOQ) Teo. 13 
2, Á(PVO)=E AA AP OQ) MT L Cor., Teo. 11 
3. —(Pv Q)=(—P-Q) df. 


DR 16. PlexPvQ 


Demostración: 1. P>(PvQ) P2 
2. P premisa 
3. PvQ r1 


En este punto de nuestra discusión será útil enunciar y probar el 


METATEOREMA ll. (Conmutación y Asociación Generalizadas de 
v). Sean P,, P,,...,P, cualesquier wff sean Q y R cualesquier 
wff construidas a partir de aquéllas por medio del conector v. Si cada 
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P; (1<1i<m) ocurre exactamente una vez en cada una de las wff 
Q y R entonces haa Q=R. 


Prueba: Inducción fuerte sobre el número de disyuntos P, en 
Q y en R. 


(a) n = 1. Aquí Q y R son idénticamente la misma uff P,, así 
que laz Q=R por el Teo. 13. 


(8) Aquí se supone verdadero el Metateorema para k < n wff 
disyuntas P,, P,,..., Px. Ahora se consideran Q y R construidas cada 
una con exactamente n( > 1) disyuntos P,, P,, ...,P,.Q es S v 
TyResX iv Y. 


Cada una de las uff S y T contiene al menos una de las wff P; 
(1<i<mn). Podemos suponer que P, es un disyunto de S, porque 


si no lo es podemos usar el Teo. 18 y MT 1, Cor. para obtener E 
Q= (Sv T) donde S ahora contiene P, como disyunto. 
Dado que T contiene al menos una de P,, P,,..., P,, como dis- 


yunto, S contiene menos de n de los disyuntos P;. Así S es o P, y ha 


Q = (P, vT), o por la hipótesis del caso £ HA S = (S, v S') donde 
S' es una wff que contiene todos los disyuntos de S, excepto P,. En 
el caso último, por MT I, Cor., tenemos 


bra O = (2, v 87) v 1] 
y por el Teo. 12 y MT 1, Cor. 
ma Q=(P, v(S' vT) 
En uno y otro caso hay una wff que llamaremos T”, tal que 
HA Q=(P, v T” 


Por el mismo razonamiento podemos mostrar que hay una wff, lla- 
mémosle Y”, tal que 


HA R = (2, v Y? 


Cada una de las wff T' y Y" contiene n — 1 disyuntos P,, Pa, ...,P,, 
así que por el supuesto del caso f£ 


lza 7'= Y”. 
Por el Teo. 13 tenemos |Ha P, =P,, luego por DR 12 tenemos 


HA (P, v T) =(P, v Y”) 
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que por MT 1, Cor., da 
HA Q=H. 
El Metateorema lI ahora se sigue por inducción fuerte. 


Para probar la completud deductiva de H.A. usamos un método 
un tanto diferente al usado en el Cap. 7 para probar la completud 
deductiva de R.S. Aquí usamos la noción de una Forma Normal 
Conjuntiva, como se discute en el Apéndice A. Nuestra representa- 
ción de una uff está en Forma Normal Conjuntiva (abreviado F.N. 
C.) si y sólo si: (1) contiene solamente símbolos proposicionales, 
paréntesis y los símbolos v, — y -; (2) los signos de negación sólo 
se aplican a los símbolos proposicionales; y (3) ningún disyunto 
es una conjunción, es decir, que el símbolo v no es adyacente a 
una conjunción en ninguna de sus ocurrencias. Simbólicamente, la 
wff S está en F.N.C. si y sólo si S es 


S,Sor...:8 


(asociados de cualquier manera), donde cada S, es 
Ti, Y TV VE, 


(asociados de cualquier manera) donde cada T, es o un símbolo 
proposicional o la negación de un símbolo proposicional. 
A continuación se enuncia y prueba el 


METATEOREMA Ill. Dada cualquier representación de una uff, 
S, existe una fórmula en forma normal conjuntiva Syxc tal que 


HA Ss E S»xc- 


Prueba: Si S está ya en F.N.C. entonces |Ha S==Syy¿ por el 
Teo. 13. Si S no está en F.N.C. sólo puede deberse a que no satisface 
las condiciones 1, 2 o 3 del párrafo precedente. Si S no satisface la 
condición 1, contiene símbolos definidos = o >. Aquí reemplazamos 
cada parte bien formada de S de la forma S,=S, por (—S, v S;) 
(—S, v S,) y cada parte bien formada de S de la forma S, > S, por 


—8S, v S¿. El resultado de estos reemplazos es S', donde |Ha S.=S' 
(por df.) y S' satisface la condición 1. 

Si S (o S”) no satisface la condición 2, reemplazamos cada parte 
bien formada de la forma —(S,S,) por —S, v —S, y toda parte bien 
formada de la forma —(S,v S¿) por —S,-—S¿. Después de efectuar 
estos reemplazos, se reemplaza cada parte bien formada de la forma 


—-S, por S,. El resultado de estos reemplazos es S” donde [Ha S' 
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=5S” y luego En S = S” por el MT I y los teoremas 22, 23 y 11, 
y S” satisface las condiciones 1 y 2. 

SiS (o S' o S”) no satisface la condición 3, puede ser solamente 
porque contiene partes bien formadas de la forma S, v (S,S,) o la 
forma (S¿S,) v S,. Ahora reemplazamos cada parte bien formada 
S, v (S¿S¿) por (S,vS,)(S, vS,), y cada parte bien formada (S, 
S,) v S, primero por S, v (S¿S,) y entonces por (S, v S¿)(S, v Sy). 
El resultado de estos reemplazos satisface todas las condiciones 1, 


2 y 3, y es, por tanto, una Syxc. Además, [ma S = Sryuc por el MT I 
y los Teoremas 18 y 19. 
Luego, para toda wff S existe una correspondiente wff Sywc, en 


Forma Normal Conjuntiva tal que [Ha S == Spxe. 
Todas las H.A. equivalencias preservan la verdad, luego si S es 


una tautología entonces cualquier Syyc tal que ha S =Srxec es tam- 
bién una tautología. 

Es claro que si una wff S es una disyunción de las wff, T,,T2,..., 
T, donde cada T, es o un símbolo proposicional o la negación de un 
símbolo proposicional, entonces si S es una tautología debe haber 
un símbolo proposicional P tal que P y —P sean disyuntos en S, 
ambos. Pues si no es así, entonces las asignacionas adecuadas de 
valores de verdad (falso para cada T, que sea un símbolo proposi- 
cional y verdadero para cada símbolo proposicional cuya negación 
sea una T;,) harán falso a cada disyunto de S y luego falso también 
S contradiciendo la hipótesis de que S es una tautología y, por tanto, 
es verdadera para cualquier asignación de valores de verdad a sus 
símbolos proposicionales componentes. 

Teniendo presentes estas observaciones podemos enunciar y de- 
mostrar el 


METATEOREMA IV. Si una wff en F.N.C., Sync, es una tautolo- 


gía, entonces [Ea Spnc. 


Prueba: Sea Seyc una wff en F.N.C., que es también una tau- 
tología. Suc debe ser una conjunción S,S,...S, cada uno de cuyos 
conyuntos $; (1<1i<s) es una disyunción de fórmulas bien for- 
madas T,,T2...,T,, cada una de las cuales es o un símbolo pro- 
posicional o la negación de un símbolo proposicional. Dado que 
Srno es una tautología, cada uno de sus conjuntos $, es tautológico, 
porque una conjunción debe ser verdadera si y sólo si todos sus 
conjuntos deben ser verdaderos. Ya hemos señalado que una dis- 
yunción S; de símbolos proposicionales puede ser una tautología sólo 
si hay un símbolo proposicional P tal que P y —P sean disyuntos 
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de S;. Pero la P y —P por el Teorema 4, de lo que deducimos ha 
(P v —P) vQ por la DR 16, donde en este caso Q es una disyunción 
de todos los disyuntos de $, diferentes de P y —P. Pero por el MT II 
HA S¡ =[(P v —P) v Q], luego, haa S; por el MT I, Gor, Así, todo 
conjunto S; de Sy». es un teorema, esto es, [HA S,, ha Sure ha Sa. 
Ahora, por s — 1 utilizaciones de DR 4 obtenemos lira SiSaioSi 
que es HA Sence. 


Con esto se completa nuestra prueba del Metateorema IV. 
Ahora se sigue la completud deductiva de H.A. 
METATEOREMA V. El sistema H.A. es deductivamente completo. 


Prueba: Por la completud funcional de H.A. cualquier tauto- 
logía se puede expresar en H.A., digamos por la wff S. Por el MT 
III, debe haber una fórmula C.N.F. en forma normal conjuntiva, Spy, 


tal que ha S = Spxe. La wff Syuc es también tautológica, luego por 


el MT 1V, En Senc, y por el MT 1, Cor, Ta S. Luego, H.A. es de- 
ductivamente completo, 


EJERCICIOS 


Probar que cada uno de los cálculos proposicionales descritos en los ejer- 
cicios de la Sec. 7.4 es un sistema modelo de la lógica. 


8.3. El Uso de Puntos como Corchetes 


Se ha señalado que el lenguaje de la lógica simbólica requiere de 
puntuación para eliminar las ambigiedades. Esta característica la 
comparte con los lenguajes naturales, así como otros lenguajes artifi- 
ciales como el álgebra (ordinaria). Hemos estado usando tres clases 
de signos de puntuación en nuestro lenguaje lógico: los paréntesis, 
los corchetes y las llaves, En la discusión que sigue será conveniente 
usar la palabra “corchetes” refiriéndose de manera indistinta a todos 
ellos. Aun las fórmulas moderadamente complicadas requieren mu- 
chos pares de corchetes, lo que dificulta su lectura. La puntuación 
por pares de símbolos involucra redundancia. En la fórmula 


(POvVP>2-0Q) 
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es necesaria alguna puntuación para evitar la ambigúedad. Los cor- 
chetes son esenciales, pero no los corchetes apareados, porque los 
paréntesis de afuera pueden retirarse sin incurrir en ambigúedades, 
dejando 


PO v(P=Q 


El mismo efecto de puntuación puede obtenerse reemplazando los 
paréntesis restantes por puntos, lo que daría 


POQvPITQ 


No hay peligro de confundir el punto de puntuación con el de conjun- 
ción, pues el punto de puntuación sólo puede “aparecer adyacente 
a un símbolo conectivo tal como “v”, “5” o “=” mientras que el 
punto de la conjunción nunca puede ocupar una posición tal. 

Los puntos son de forma simétrica en contraste con la asimetría 
de los corchetes. Así, “(”, “[”,“[” son todos cóncavos a la derecha, 
lo que indica que operan o agrupan hacia la derecha, mientras que 
“y, Y, “y”, son cóncavos hacia la izquierda, lo que indica que ope- 
ran hacia la izquierda. La simetría de la puntuación por medio de 
puntos se compensa introduciendo .«el convenio de que los puntos 
de puntuación siempre operan hacia fuera del símbolo conector al 
que están adyacentes. 

Hay analogía entre poner corchetes a las fórmulas lógicas y 
poner la puntuación en las oraciones de los lenguajes naturales. En 
éstas hay signos de puntuación de diferentes grados de fuerza, y 
el más fuerte “tiene precedencia sobre el más débil” o se extiende 
sobre el más débil. Así, por ejemplo, un punto es más fuerte que 
un punto y coma, y un punto y coma es más fuerte que una coma. 
De los tres tipos de corchetes usados en las fórmulas lógicas, nos 
hemos apegado al convenio de que las llaves son más fuertes que 
los corchetes y los corchetes más fuertes que los paréntesis. Hemos 
usado paréntesis para agrupar símbolos dentro de los corchetes, pero 
no a la inversa, y hemos usado corchetes para agrupar símbolos 
dentro de las llaves pero no a la inversa. 

Apegándose a este convenio está pemitido quitar algunos cor- 
chetes redundantes más. Así, la fórmula 


(PS Q) > ((R vP) > (Rv Q) 
sigue estando sin ambigiiedad al reescribirla como 
PQ)DIRVPI(RvQ 


Si usamos un punto simple en vez de un paréntesis y dos puntos 
en vez de un corchete, se puede reescribir dicha fórmula como 
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P>Q0.:RvP.D.RvQ 


conviniendo en que dos puntos ligan con más fuerza que uno solo. 
Usando tres puntos como signo de puntuación, de mayor alcance 
que uno o dos puntos, la fórmula 

[Pv(QvR)] > (PvlQv(Pv RI) 
puede reescribirse como 

Pv.QOvR:>5:Pv:Qv.PvR 

Al escribir algunas fórmulas nos vimos obligados a incluir un 

par de llaves dentro de otro porque sólo teníamos tres clases de cor- 
chetes. Ahora, el uso de los puntos agrupados permite generar todos 
los signos de puntuación de tantos grados de fuerza diferentes como 
se desee por el sencillo procedimiento de agregar puntos de uno en 
uno. Se convendrá en que el alcance de un grupo de n puntos se 
extiende por sobre el alcance de cualquier número de grupos de 
puntos, cada uno de los cuales tenga menos de n puntos, y que el 
alcance de cualquier grupo de n puntos se extiende hasta, pero no 
más allá; del más cercano grupo de 1 o más puntos. La fórmula 


KO VR) [Ov(Pv RI) > ([Pvr(QvR)] > (Pr[Ov(PvR)I) 
se puede escribir 
OvVR.2:Qv.PvR::O:Pv.QvrR:D:.Pv:Qv.PvR 


Por simetría, se suelen agregar puntos que no son estrictamente 
necesarios en prevención de ambigiiedades. Así la fórmula 
P.QIP 
suele escribirse 
PISE 


La fórmula anterior, especialmente larga, se lee con más facilidad 
al escribirla, de acuerdo con nuestro convenio, como 


OvVR:0:Q.v.P Re OP. Y. QRO: P:v:Q.v.PvR 


Ahora veamos qué es lo que debe hacerse si aparecen dos ex- 
presiones entre corchetes a los lados de un símbolo de conjunción 
como en la fórmula 


(P.> QQ > P) 
Aplicando la técnica recién descrita, saldríamos con la expresión 
poco conveniente y cómoda siguiente: 

POO Oe 
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Para evitarla, se acostumbra que el punto de conjunción haga de 
corchete, escribiendo más simplemente 


P>Q0Q>P 


Aquí el punto único debe pensarse que opera en ambas direcciones, 
derecha e izquierda. Este convenio es satisfactorio, como se ve al 
observar que las fórmulas diferentes 


l. PO ([(Q.Q)>P] 
2. [P> (0.01 >P 
3. [(P> 0)0] >P 
4. P>[Q.0 > P)] 
pueden escribirse en forma distinta y no ambigua como 
Y. PD:QQ:>3P 
Y. PD:Q00:.P 
3. PDQQO: DP 
4. PD:QQDP 
El uso de Jos puntos como corchetes tiene la ventaja de ser 
económico, además de la ventaja de proveer una infinidad de signos 
de puntuación diferentes de diversas fuerzas, siendo fácil determinar 


sus fuerzas o alcances respectivos por un simple conteo de los pun- 
tos constituyentes.* 


8.4. Una Notación sin Paréntesis 


El lógico polaco J. Lukasiewicz ha ideado una notación que se 
abstiene por completo del uso de los paréntesis y que ha sido amplia- 
mente usada por los miembros de la escuela polaca. Correspondien- 
tes a los símbolos operadores más comunes 

=D) * y 


se tienen los cuatro símbolos 


NCKA 
En la escritura de sus fórmulas usan minúsculas “p”, “Y”, “”,“P,... 
en vez de las mayúsculas “P”, “Q”, “R”, “S”, ... En vez de escribir los 


3 En Symbolic Logic, por C. 1. Lewis y M. C. Langford, Nueva York, 1932, Apéndice 1, 
Págs. 486-489, se encuentra una discusión más detallada de este asunto. Para discusiones 
más técnicas el lector puede consultar “On the Use of Dots as Brachets in Logical 
Expressions”, por H. B, Curry en The Journal of Symbolic Logic, Vol. 2 (1937), Págs. 
26-28 y “The Use of Dots as Brackete in Church's System”, por A. M. Turing, The Journal 
of Symbolic Logic, Vol. 7 (1942), Págs. 146-156. 
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símbolos conectores, entre las fórmulas conectadas, se les pone direc- 
tamente a la izquierda de las dos fórmulas que se van a unir. Así 


— P se escribe Np 
P>0Q se escribe Cpq 
P-Q se escribe Kpq 
PvQ se escribe Apg 


Esta notación es no ambigua como puede verse al comparar las si- 
guientes fórmulas: 


P>(QOR) se escribe CpCqgr 
(P>0Q)>R se escribe CCpqr 
P>(Q-R) se escribe CpKgr 
(P>0Q):R se escribe KCpgr 
(PvQ)>(R-S) se escribe CApqKrs 


Los axiomas de R.S. se traducen a la notación polaca como 


Ax. 1. CpKpp 
Ax. 2. CKpqp 
Ax. 3. CCpqCNKgrNKrp 


Y los tres postulados del mismo sistema de Lukasiewicz en su nota- 
ción se escriben 

P 1. CpCgp 

P 2. CCpCqrCCpqCpr 

P 3. CCNgNpCpa 


La notación polaca tiene la obvia ventaja de abstenerse de todos 
los signos especiales de puntuación, pues el orden de los símbolos 
en una fórmula elimina toda ambigiíedad en la misma. 


EJERCICIOS 


*1, Traducir los axiomas de H.A. a la notación polaca. 
2. Traducir los axiomas de F.S. a la notación polaca. 
3. Traducir los axiomas de P, a la notación polaca. 


8.5. Los Operadores Raya y Daga 


Cualquiera de los siguientes pares de operadores provee una ló- 
gica funcionalmente completa: — y :, = yW,—yD,0)9 y +. Es 
posible construir un sistema de lógica funcionalmente completo que 
contenga un solo operador y esto lo podemos hacer de cualquiera 
de dos maneras, 
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La primera es adoptando como único operador primitivo el lla- 
mado operador raya. Este símbolo operador llamado “negación al- 
ternativa”, por Quine,* opera sobre o conecta dos fórmulas, y se 
escribe “PjQ”. Su interpretación estándar es la de negar que ambas 
fórmulas P y Q sean verdaderas, que es lo mismo que afirmar que 
una al menos es falsa. Se define por la tabla de verdad: 


PQ 


e o o 
mn aro 
= 


Los otros operadores, —, **, Y y >, todos pueden definirse por o en 
términos de la función raya. Por el método de las tablas de verdad 
fácilmente se verifica que las siguientes definiciones preservan las 
interpretaciones estándar de los símbolos que se definen: 


=P=dt P|P 

PO =df PLO.|.PIQ 
PvQ=df PIP..O|Q 
P>Q0=df P.|.Q1O 


El otro operador que es suficiente para una lógica funcionalmente 
completa es el de la “negación conjunta” que se simboliza con una 
flecha apuntando hacia abajo y que llamaremos el operador daga. 
Se escribe “P]Q” y su interpretación estándar es la de negar que sea 
verdadera cualquiera de las fórmulas P o Q, lo que equivale a afirmar 
que ambas son falsas. Lo define la siguiente tabla de verdad: 


PQ 


os 
IS 
vr 


Los otros operadores pueden definirse en términos del operador 
daga. Con tablas de verdad fácilmente se verifica que las definiciones 
preservan las interpretaciones normales de los símbolos que se defi- 
nen: 

4 Ver Págs. 4849 de Mathematical Logic, por W. V. O. Quine, Cambridge, Massachussets, 
Harvard University Press, 1947. La función raya frecuentemente es llamada la “función 


raya de Sheffer”, en honor del profesor H. M. Sheffer, aunque el primero en usarla 
fue C. S. Peirce. 
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=P=df P|P 
PQ =df PLP.LQLO 
PvO=df PLO..PIO 
PQ0=df PIP. O:.:PLP.J.O 


Así vemos que es posible construir sistemas funcionalmente com- 
pletos de lógica, basados en un solo operador, que puede ser el ope- 
rador raya o el operador daga. Es interesante el paralelismo que hay 
entre la definición de la función raya en términos de la función 
daga, y la de la función daga en términos de la función raya. Estas 
definiciones son: 


PIO = df PI|P.|.O/Q:|:PIP.|.Q1Q 
PIQ =df PIP. .QLOJ:PLP..QLO 


como es fácil verificar, 
EJERCICIOS 


1, Expresar el Axioma 1 de R.S. en términos de la función raya. 
*2. Expresar el Axioma 1 de R.S. en términos de la función daga. 
3. Expresar P 1 de H.A. en términos de la función daga. 

4. Expresar el Axioma 3 de R.S. en términos de la función raya. 
5. Expresar el Axioma 1 de L.S. en términos de la función daga. 
*6. Expresar el Axioma 2 de R.S. en términos de la función raya. 
7. Expresar el Axioma 5 de F.S, en términos de la función raya. 
*8. Expresar el Axioma 5 de F.S. en términos de la función daga. 
9. Expresar el Axioma 1 de F.S. en términos de la función raya. 
10. Expresar P 2 de H.A. en términos de la función daga. 


8.6. El Sistema de Nicod 


Hasta aquí, en el texto y los ejercicios se han presentado varios 
Sistemas Modelo de Lógica alternativos. Cada uno se basa en dos 
símbolos operadores primitivos, y el número de sus axiomas se en- 
cuentra entre tres para R.S, y cinco para F.S. Un sistema más eco- 
nómico tanto en operadores primitivos como en postulados se debe 
a J. G. P. Nicod.* El sistema de Nicod se puede desarrollar como sigue. 


5 *“A Reduction in the Number of the Primitive Propositions of Logic”, por J. G. P. 
Nicod, Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, Vol. 19 (1916), Págs. 32-40. 

Véase también A Treatise of Formal Logic, por J. Jorgensen, London, 1931, Vol. 2, 
Págs. 149-172. 

“A Note on Nicod'as Postulate”, por W. V. Quine, Mind, n.s. Vol. 41 (1932), Págs. 
345-350. 

“Remark on Nicod's Reduction of Principia Mathematica”, por B. A. Bernstein, The 
Journal of Symbolic Logic, Vol. 2 (1937) Págs. 165-166. 

“Axiomatization of Propositional Calculus with Sheffer Functors”, por Thomas W. 
Scharle, Notre Dame Journal of Formal Logic, Vol. S (1965), Págs. 209-217. 
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Los símbolos primitivos son una infinidad de símbolos proposicio- 
nales P, Q, R, $, T, con y sin subíndices, paréntesis (o puntos), y 
el único símbolo operador “|”. La regla recursiva para las fórmulas 
bien formadas en el sistema N se puede enunciar como: 


1. Toda letra de N es una wff. 
2. Si P y Q son wff, entonces (P)|(Q) es una uff. 


(Ninguna fórmula de N se considerará una wff si no lo es por 

la definición que antecede.) 
Hay que notar que aun la regla recursiva para las fórmulas bien 
formadas es más simple en el sistema de Nicod, pues sólo requiere 
dos cláusulas y no tres. Este es el primer fruto de usar un solo 
operador. 

El único axioma requerido (o mejor dicho, el único esquema 
para una infinidad de axiomas de la lógica objeto) se enuncia en 
nuestro metalenguaje en el que se usan puntos como corchetes, de 
la manera siguiente: 


Ax. P.|.Q|R:|:P.|.T|T:.1:.S]O:j:P]S.!.P]S 
La única regla de inferencia necesitada se puede enunciar como 
REGLA. De P y P.|.R|Q inferir Q. 
Las definiciones de un “argumento válido en N” y de un “teorema 


de N”, esto es, de P,, P.,..., Pr IN Q y ln P 


son estrictamente análogas a las que se dieron para las y lia > 

Aunque más económico en los aspectos indicados, difícilmente 
puede decirse que el sistema de Nicod sea más sencillo que los sis- 
temas ya mencionados. Sólo hay un axioma para N, pero es más 
complicado que cualquier axioma o postulado de cualquier otro sis- 
tema. No sólo es más largo sino que involucra cinco símbolos pro- 
posicionales distintos, “P”, “Q”, “R”, “S” y “FP”, mientras que el sistema 
entero de axiomas para otro cualquiera de los sistemas puede enun- 
ciarse en términos de solamente tres símbolos proposicionales dis- 
tintos. Con respecto a las reglas de inferencia de los diferentes 
sistemas la situación es similar. La regla de Nicod no es Modus Po- 
nens, sino un instrumento de deducción más poderoso. Modus 
Ponens que se puede enunciar como 


De P y P. | .Q|Q inferir Q 


es simplemente un caso especial de la Regla de Nicod, en donde R 
y Q idénticamente denotan la misma fórmula bien formada del len- 
guaje objeto. La Regla de Nicod, así como su axioma, son más 
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complicadas que las requeridas en sistemas de lógica menos eco- 
nómicos. 

Ya se ha indicado en la discusión de la función raya, en la Sec. 
8.5, que el sistema de Nicod es funcionalmente completo. La ana- 
liticidad de N se muestra con facilidad estableciendo por tablas de 
verdad que el axioma es tautológico, y que la regla sólo puede con- 
ducir a tautologías partiendo de tautologías. Para concluir la prueba 
de que el sistema de Nicod es una Lógica Modelo, queda por probar 
la completud deductiva de N. Cuando se intenta hacerlo se descubre 
que con toda la economía de su axioma único y la fuerza mayor de 
su regla es, en realidad, muy difícil deducir teoremas en el Sistema 
de Nicod. Pero es un intento interesante desde el punto de vista de 
saber qué tan lejos se puede llegar en la dirección de reducir el 
número de postulados y tener aún un sistema de lógica deductiva- 
mente completo. 

Desarrollaremos diecisiete teoremas del sistema de Nicod y una 
regla derivada. Los cuatro últimos serán los cuatro axiomas del sis- 
tema de Hilbert-Ackermann y la regla derivada será la regla R' 1 
del sistema de Hilbert-Ackermann. Claro está que habrá que enun- 
ciarlos en su forma no abreviada y entonces expresarlos en la nota- 
ción del sistema de Nicod. Los axiomas del sistema de Hilbert-Acker- 
mann expresados en términos de los símbolos primitivos — y v de 
ese sistema “son 


1. —(PvPyvP 

2, —Pv(PvQ) 

3 —(PvO)v(QvP) 

4. <(PvO)v[ AR vP) v (R yv O) 


La regla de Hilbert-Ackermann, también no abreviada, es 


Todos los anteriores, expresados en la notación del sistema de Nicod 

en la que “—P” se escribe “P|P” y “P v Q” se escribe “P|P.|.Q|Q” son 

los siguientes: 

Lo PIP. |.P|P:|:P|P.| PP: :.P|P.| .P|P:|:P|P.|.P(P::|:P|P. 

2. P|P.|.P|P:.|:.P|P.|.Q|0:|:PIP.|.Q|0. 

d: ld da li 

.|.P|P. 

4. PiP.|.PP:1:Q10:.):.PIP.|.PIP:]:Q1Q::|:P|P.|.PIP:):Q10:.1:.P|P.|. 

PIP:l|:Q[QuulR|R.|.P|P:|:R|R.|.P/P:.|:.R|R.|.P|P:]:R|R.|.P|P::|:: 


P|¿R|R.|.P|P::|::R|R.|.Ql0:|:R|R.|.Q|0. 
R' 1. De P; y P/P.|.P|P:|:Q10 inferir Q. 
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Nuestro desarrollo del sistema de Nicod se hará por completo en 
términos de la función raya. Dado que las fórmulas de las demos- 
traciones son de una longitud casi intolerable, vamos a describirlas 
más bien que escribirlas. No obstante, nuestras descripciones serán 
lo suficientemente completas para permitir que el lector las escriba 
por sí mismo. 


TEOREMA l. [QT TIT iS 08: ]:7.].T]7:.1:0::1::8:]:T.|.T] 
T:.|:.Q. 

Prueba: El renglón 1 es el Axioma de Nicod con T en vez de 
P, de Q y de R. El renglón 2 es el Axioma de Nicod con T.|.T|T en 
vez de P y de Q, y con S|T:|:T|S.|.T|S en vez de R. El renglón 3 es 
el resultado de aplicar la Regla de Nicod a los renglones 1 y 2. El 
renglón 4 es el Axioma de Nicod con S:|:T.|.T|T en vez de P, con 
T.|.T|T:|:S en vez de Q y de R, y con Q en vez de S. El renglón 5 es 
el resultado de aplicar la Regla de Nicod a los renglones 3 y 4. 


TEOREMA 2. NT. |.T¡T 


Prueba: El renglón 1 es el Teorema 1 con T.|.T|T en lugar de Q, 
y con S|T:|:T|S.|.T'S en lugar de S. El renglón 2 es el Axioma 
de Nicod con T.|.T|T::|::T.|.T|T:.|:.S¡T:|:T]|S.|.T|S en lugar de P, con 
S|T:|:T/S.|.T|S:.]:.T.|.T|T::|:T.|.T[T en lugar de Q y de R, y con 
Tilos] TZ: :T]S.] TUS: (TT ]T:30]:0S:3%.]:0.S|T:]:T]S.|.T/S:.]:.T.|.T|T::| 
28: ]:.T.|.T| T en lugar de S. El renglón 3 es el resultado de aplicar 
la Regla de Nicod a los renglones 1 y 2. El renglón 4 es el Axioma 
de Nicod con S|T:|:T|S.|.T|S:.):.T.|.T1T en lugar de P, con T en 
lugar de Q, y con T|T en lugar de R. El renglón 5 es el Teorema 1 
con S|T:|:T1S.|.T]S:.[:.T.|.T|T::]::T.|.T/T en lugar de Q y con S|T:::| 
SIT TS] TS TA TT] TiuliuSie fu. S|T 4 :T]S.|.T7]1S:.]:.T.].T]|T::|::S en 
lugar de S. El renglón 6 es el resultado de aplicar la Regla de Nicod 
a los renglones 4 y 5. El renglón 7 es el resultado de aplicar la Regla 
de Nicod a los renglones 3 y 6. El renglón 8 es el Axioma de Nicod 
con T en lugar de P, de Q y de R. El renglón 9 es el resultado de 
aplicar la Regla de Nicod a los renglones 7 y 8. 


TEOREMA 3. ÍsS|P:|:P|S.|.P|S 


Prueba: El renglón 1 es el Axioma de Nicod con P en lugar de 
Q y de R. El renglón 2 es el Teo. 2 con P en lugar de T. El renglón 
3 es el resultado de aplicar la Regla de Nicod a los renglones 1 y 2. 


TEOREMA 4, PIP. |.P 
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Prueba: El renglón 1 es el Teo. 3 con P[P en lugar de P y con 
P en lugar de S. El renglón 2 es el Teo. 2 con P en lugar de T. El 
renglón 3 es el resultado de aplicar la Regla de Nicod a los renglones 
1 y 2. 


TEOREMA 5. NP|P:!:S|P.|.S|P 


Prueba: El renglón 1 es el Teo. 3 con P|S en lugar de S y con 
S|¡P.|.S|P en lugar de P. El renglón 2 es el Teo. 3 con P en lugar de 
S y S en lugar de P. El renglón 3 es el resultado de aplicar la Regla 
de Nicod a los renglones 1 y 2; el renglón 4 es el Axioma de Nicod 
con S|P.|.S|P en lugar de P, con P en lugar de Q, con $ en lugar de R, 
y con P|P en lugar de S. El renglón 5 es el resultado de aplicar la 
Regla de Nicod a los renglones 3 y 4. El renglón 6 es el Teo. 4. El 
renglón 7 es el resultado de aplicar la Regla de Nicod a los renglones 
5 y 6. El renglón 8 es el Teo. 3 con S'P.|.S|P en lugar de S, y con 
P|P en lugar de P. El renglón 9 es el resultado de aplicar la Regla 
de Nicod a los renglones 7 y 8. 


TEOREMA 6. [N P.|.Q|R::|::S|Q:|:PIS.|.P|S:.|:.S]Q:|:P|S.].P|S 


Prueba: El renglón 1 es el Axioma de Nicod con S¡Q:|:P|S.|.P| 
S:.1:-S]Q:|: P|S.|:P]S en lugar de P, con 7T.|.T|T:.|:.S¡Q:|:P|S.|.P[S 
en lugar de Q y de R, y con P.|.Q|¡R en lugar de S. El renglón 
2 es el Teo. 5 con S|Q:|:P|S.|.PIS en lugar de P, y con T.!.T|T 
en lugar de S. El renglón 3 es el resultado de aplicar la Regla de 
Nicod a los renglones 1 y 2. El renglón 4 es el Axioma de Nicod. 
El renglón 5 es el resultado de aplicar la Regla de Nicod a los ren- 
glones 3 y 4. El renglón 6 es el Teo. 3 con S|Q:):P]S.].P|S:.|:.S|Q:!:P] 
S.|.P|S en lugar de $, y con P.|.Q|R en lugar de P. El renglón 7 es 
el resultado de aplicar la Regla de Nicod a los renglorres 5 y 6. 


TEOREMA 7. IN Q|S.|.U:|:0/8.|.U:.|:.S|Q.j.U 


Prueba: El renglón 1 es el Teo. 6 con Q|S en lugar de P, con 
S|Q en lugar de Q y de R, y con U en lugar de S. El renglón 2 es 
el Teo. 3 con Q en lugar de S y con S en lugar de P. El renglón 3 
es el resultado de aplicar la Regla de Nicod a los renglones 1 y 2. 
El renglón 4 es el Teo. 3 con U.|.S!Q en lugar de S y con Q|S.|.U: 
|:Q|S./.U en lugar de P. El renglón 5 es el resultado de aplicar la 
Regla de Nicod a los renglones 3 y 4. El renglón 6 es el Teo. 6 con 
S|Q.|.U en lugar de P, con U.|.S!Q en lugar de Q y de R, y con Q|S. 
1,0:1:Q]5.|.U en lugar de S. El renglón 7 es el Teo. 3 con S|Q en 
lugar de S y con U en lugar de P. El renglón 8 es el resultado de 
aplicar la Regla de Nicod a los renglones 6 y 7. El renglón 9 es el 
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resultado de aplicar la Regla de Nicod a los renglones 53 y 8. El 
renglón 10 es el Teo. 3 con S|Q./.U en lugar de S, y con Q|S.|.U:|: 
Q|S.¡|.U en lugar de P. El renglón 11 es el resultado de aplicar la 
Regla de Nicod a los renglones 9 y 10. 


TEOREMA 8. ¡NP.|.Q|R::|::01S:|:P[S.|.P|S:.1:.Q|S::P[S.|.P|S 


Prueba: El renglón 1 es el Teo. 6 con P.|.Q|R en lugar de P, 
con S|Q:|:P|S.|.P|S en lugar de Q y de R, y con Q|S:|:P|S.|.P|S:.|:. 
Q|S:|:P|S.|.PIS en lugar de S. El renglón 2 es el Teo. 6. El renglón 
3 es el resultado de aplicar la Regla de Nicod a los renglones 1 y 2. 
El renglón 4 es el Teo. 7 con P'¡S.|.P¡S en lugar de U. El renglón 5 
es el resultado de aplicar la Regla de Nicod a los renglones 3 y 4. 


TEOREMA 9. hi S:.]:.P.1.S|S:|:P.].S|S 


Prueba: El renglón 1 es el Teo. 3 con S¡S.|.P en lugar de S, 
y con P.|.S|S:|:P.|.S|S en lugar de P. El renglón 2 es el Teo. 1 con 
S|S en lugar de S. El renglón 3 es el resultado de aplicar la Regla 
de Nicod a los renglones 1 y 2. El renglón 4 es el axioma de Nicod 
con P.|.S|S:|:P.|.S!S en lugar de P, con S|S en lugar de Q, y con P 
en lugar de R. El renglón 5 es el resultado de aplicar la Regla de 
Nicod a los renglones 3 y 4. El renglón 6 es el Teo. 2 con S en lugar 
de T. El renglón 7 es el resultado de aplicar la Regla de Nicod a 
los renglones 5 y 6. El renglón 8 es el Teo. 3 con P.|.S|S:]:P.!.S|S 
en lugar de S, y con S en lugar de P. El renglón 9 es el resultado 
de aplicar la Regla de Nicod a los renglones 7 y 8. 


TEOREMA 10. ¡NOlO:|:015.1.01S 


Prueba: El renglón 1 es el Teo. 8 con Q|Q en lugar de P, con 
S|Q en lugar de Q y de R, y con Q|S.|.Q|S en lugar de S. El renglón 2 
es el Teo. 5 con Q en lugar de P. El renglón 3 es el resultado de 
aplicar la Regla de Nicod a los renglones 1 y 2. El renglón 4 es el 
Teo. 3 con Q en lugar de P. El renglón 5 es el resultado de aplicar 
la Regla de Nicod a los renglones 3 y 4. 


TEOREMA 11. ÍNOQ:.|:.Q/P.|.P:1:0/P.|.P 


Prueba: El renglón 1 es el Teo. 8 con Q en lugar de R y con 
P en lugar de S, El renglón 2 es el Teo. 9 con Q en lugar de S. El 
renglón 3 es el Teo. 8 con Q en lugar de P, con P.|.Q|Q en lugar 
de Q y de R, y con QIP:|:P|P.].P|P:.|:.Q|P:]:P.].P|P en lugar de S. 
El renglón 4 es el resultado de aplicar la Regla de Nicod a los ren- 


El Sistema de Nicod 285 


glones 2 y 3. El renglón 5 es el resultado de aplicar la Regla de 
Nicod a los renglones 1 y 4. El renglón 6 es el Teo. 9 con Pl|P.|.P 
en lugar de S y con Q en lugar de P. El renglón 7 es el Teo. 4. El 
renglón 8 es el resultado de aplicar la Regla de Nicod a los renglones 
6 y 7. El renglón 9 es el Teo. 8 con Q|P en lugar de P, con P|P en 
lugar de Q y de R, y con P en lugar de S. El renglón 10 es el Teo. 
8 con Q en lugar de P, con Q|P:!:P|P.|.P|P en lugar de Q y de R, y 
con P|P.|.P:.|:.Q|P.|.P:|:Q|P.|.P::|::PIP.|.P:.|:.QUP.|.P:|:Q¡P.|.P en 
lugar de $. El renglón 11 es el resultado de aplicar la Regla de Nicod 
a los renglones 5 y 10. El renglón 12 es el resultado de aplicar la 
Regla de Nicod a los renglones 9 y 11. El renglón 13 es el Teo. 8 
con Q en lugar de P con P|P.|.P en lugar de Q y de R, y con Q|P.|.P: 
|:Q|P.|.P en lugar de S. El renglón 14 es el resultado de aplicar la 
Regla de Nicod a los renglones 8 y 13. El renglón 15 es el Teo. 8 
con Q en lugar de P, con Pj¡P.|.P:.|:.Q|P.|.P:|:Q|P./.P en lugar de Q 
y de R y con Q:.|:.Q|P.|.P: |:QP.!.P::]::Q:.]:.Q|P.|.P:/:QIP.!.P en lu- 
gar de S. El renglón 16 es el resultado de aplicar la Regla de Nicod 
a los renglones 12 y 15. El renglón 17 es el resultado de aplicar 
la Regla de Nicod a los renglones 14 y 16. El renglón 18 es el Teo. 
10 con Q|P.|.P:|:Q|P.|.P en lugar de S. El renglón 19 es el Teo. 3 
con Q|Q en lugar de S y con Q:.|:.Q|P.|.P:|:Q|P./.P::|::Q:.|:.Q| 
P.|.P:|:Q|P.|.P en lugar de P. El renglón 20 es el resultado de apli- 
car la Regla de Nicod a los renglones 18 y 19. El renglón 21 es 
el Teo. 8 con Q:.|:. Q|P.|.P:|:Q|P.|.P::|::Q:.|:.Q|P.|.P:|:Q|P.!.P en 
lugar de P y de $, y con Q en lugar de R. El renglón 22 es el resul- 
tado de aplicar la Regla de Nicod a los renglones 20 y 21. El ren- 
glón 23 es el resultado de aplicar la Regla de Nicod a los renglones 
17 y 22, El renglón 24 es el Teo. 4 con Q:.|:.Q|P.|.P:!:Q|P.|.P::1:: 
Q:./|:.QIP.|.P:!:Q|P./.P en lugar de P. El renglón 25 es el resultado 
de aplicar la Regla de Nicod a los renglones 23 y 24. 


TEOREMA 12, lx P:[:0/R.|.Q|R::[::0:1:P|R.|-P|R:.[:.0:1:P[R.|.P|R 


Prueba: El renglón 1 es el Teo. 8 con Q en lugar de P, con 
Q|R.|.R en lugar de Q y de R, y con P|R.|.P|R en lugar de S. El 
renglón 2 es el Teo. 11 con R en lugar de P. El renglón 3 es el 
resultado de aplicar la Regla de Nicod a los renglones 1 y 2. El ren- 
glón 4 es el Teo. 8 con P:|:Q|R.].Q|R en lugar de P, con Q|R.|.R: 
¡:P|R.|.P|R en lugar de Q y de R, y con Q:|:P|R.|.P|R:.|:.Q:|:P|R. 
|.P|R en lugar de S. El renglón 5 es el Teo. 8 con Q|R en lugar de Q 
y de R, y con R en lugar de S. El renglón 6 es el resultado de aplicar 
la Regla de Nicod a los renglones 4 y 5. El renglón 7 es el resultado 
de aplicar la Regla de Nicod a los renglones 3 y 6. 
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Ox=|:R|R.|.PIP..|:.RiR.|.Q10:|:R|R.|.Q10 


Prueba: El renglón 1 es el Teo. 12 con R|R.|.P|P en lugar de 
P, con P.].Q|Q en lugar de Q, y con R|R.|.Q¡Q:|:R|R.¡.Q|Q en lugar 
de R. El renglón 2 es el Teo. 8 con R¡R en lugar de P, con P en 
lugar de Q y de R, y con QÍ|Q en lugar de S. El renglón 3 es el resul- 
tado de aplicar la Regla de Nicod a los renglones 1 y 2. 


TEOREMA 14. [N P|P.|.P|P:|:P|P.|.P|P:.|:.P|P.j.P|P:|:P|P.|.P|P::| 
=P |P (Ax. 1 de H.A.) 


Prueba: El renglón 1 es el Teo. 4 con P|P.|.P|P:|:P|P..P|P en 
lugar de P. El renglón 2 es el Teo. 4 con P|P en lugar de P. El 
renglón 3 es el Teo. 8 con P|P.;.P|P:|:P|P.|.PiP:.!:.P|P.|.P|.P:|:P|P.|.P 
|P en lugar de P, con P|P.|.P¡P en lugar de Q y de R, y con P|P en 
lugar de S. El renglón 4 es el resultado de aplicar la Regla de Nicod 
a los renglones 1 y 3. El renglón 5 es el resultado de aplicar la 
Regla de Nicod a los renglones 2 y 4. 


TeorREMA 15. ÍN P(P.t.P|P:.|:.P|P.|.Q|0:|:P|P.|.Q10 (Ax. 2 de 
H.A.) 


Prueba: El renglón 1 es el Teo. 10 con P|P en lugar de Q, y 
con Q|Q en lugar de S. 


Teorema 16. [NPIP.|.O/0:|:PIP.|.010:.1:.PIP.1.O10:]:PIP.1.0l 
C:/:Q|10.].P]P:|:Q/0.].P]P (Ax. 3 de HA.) 


Prueba: El renglón 1 es el Teo. 3 con P|P en lugar de S, y 
con Q|Q en lugar de P. El renglón 2 es el Teo. 4 con P|P.|.Q|Q:|:P| 
P.|.Q1Q en lugar de P. El renglón 3 es el Teo. 8 con P|P.i.Q|Q:|:P 
|P..Q|Q:.|:.P|P.|.Q|Q:|:P|P.|.Q¡Q en lugar de P, con P|P.|.Q|Q en 
lugar de Q y de R y con QIQ.|.P|P:|:Q|Q.|.P|P en lugar de S. El 
renglón 4 es el resultado de aplicar la Regla de Nicod a los ren- 
glones 2 y 3. El renglón 5 es el resultado de aplicar la Regla de 
Nicod a los renglones 1 y 4. 


TEOREMA 17. lx P|¡P.|.P[P:|:Q10:.1:PiP.|.PIP::Q|0::|::P[P.|.P|P. 
l:Q10:01:PIP. PIP: [:Ol0: Ll: R|R.].P|P:|<R|R.|.P/P:.|:.R|R.|.P|P:|:R| R.| 
PIPA GRIRA OO: RRA .OjO::1:.RIR.|.P|P:]:R|R.|.P|P:.[:.R|R.|.P|P:| 
:RIR.(.P|P::¡::R|R.[.O|O:[:R|R.|.Q|O (Ax. 4 de H.A.) 
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Prueba: El renglón 1 es el Teo. 4 con P|P.|.P|P:|:O|Q:.|:.P|P.|.P] 
P:1:2/Q en lugar de P. El renglón 2 es el Teo. 9 con P por $ y P|P 
por P. El renglón 3 es el Teo. 8 con P|P.|.P|P en lugar de Q y de R, 
y con Q|Q en lugar de S. El renglón 4 es el resultado de aplicar la 
Regla de Nicod a los renglones 2 y 3. El renglón 5 es el Teo. 8 con 
PiP.|.PLP:|:Q|0:.|:.P|P.|.P|P:|:Q/0::|::P[P.|.PIP.1:Q10:.|:.P[P...P|P:|:O|Q 
en lugar de P, con P|P.|.P|P:|:Q]Q en lugar de Q y de R, y con P.|.Q 
[Q:|:P./.Q(Q en lugar de S. El renglón € es el resultado de aplicar 
la Regla de Nicod a los renglones 1 y 5. El renglón 7 es el resultado 
de aplicar la Regla de Nicod a los renglones 4 y 6. El renglón 8 es 
el Teo. 13. El renglón 9 es el Teo. 4 con R|A.|.P|P:|:R|R.|.P|P en 
lugar de P. El renglón 10 es el Teo. 8 con R|A.|.P|P:|:R|R.|.P|P:.|:.R 
|[R.|.P|P:]:R|R.|.P|P en lugar de P, con R|R.|.P|P en lugar de Q y de 
R, y con R|R.|.Q|Q:]:RIR.|.Q|0 en lugar de S. El renglón 11 es el 
resultado de aplicar la Regla de Nicod a los renglones 9 y 10. El 
renglón 12 es el Teo. 8 con P.|.O|( en lugar de P, con R|A.|.P|P:.|:.R 
IR.i.Q|O:|:R|R.|.OJO en lugar de Q y de R, y con R|R.|.P(P:|:R|R.!. 
P|P:.|:R|R.|.P|P:|:R|R.|.P|P::|:R|R.|.Q|O:|:R|R.|.Q1Q:.]:0.R|R.|. PIP:| 
¡RIR].PIP.|R|RS.P|P:|:R|R.|.P/P::|::R|R.[.Q!0:]:R|R.|.Q|Q en lugar 
de S. El renglón 13 es el resultado de aplicar la Regla de Nicod a 
los renglones 8 y 12. El renglón 14 es el resultado de aplicar la Regla 
de Nicod a los renglones 11 y 13. El renglón 15 es el Teo. 8 con 
P|P.|.P|P:|:Q1Q:.|:P|P.|.P|P:|:010::]:P|P.|.P|P:|: Q|Q:-1:.P[P.|.PiP:1:Q10 
en lugar de P, con P.|.O|Q en lugar de Q y de R, y con R|R.|.P|P:|:R 
RAP OR IR PIPR RS PP RIBA .QÍ O RR .QU0: |: R| RAP 
P:|:R|R.|.P|P: o R|R.|.P|P:|:R|R.[.P|P:|::R|R.|.Q|Q:|:R|R.|.Q|O en lu- 
gar de S. El renglón 16 es el resultado de aplicar la Regla de Nicod 
a los renglones 7 y 15. El renglón 17 es el resultado de aplicar la 
Regla de Nicod a los renglones 14 y 16. 


DR 1. P.P[P.|.PIP::0|0 ¡NO (R'1deHA,) 


Prueba: El renglón 1 es el Teo. 9 con P en lugar de $, y con 
P|P en lugar de P. El renglón 2 es la premisa P. El renglón 3 es el 
resultado de aplicar la Regla de Nicod a los renglones 1 y 2. El 
renglón 4 es la premisa P|P.|.P|P:]:Q|Q. El renglón 5 es el resultado 
de aplicar la Regla de Nicod a los renglones 3 y 4. 

Deducir todas las tautologías de un solo axioma (forma de axio- 
ma) por una sola regla en términos de un solo operador, vemos así 
que es posible. Pero es una tarea muy tediosa. 


Un Cálculo Funcional 
de Primer Orden 


9.1. El Nuevo Sistema Logístico RS, 


En el Cap. 4 y las cuatro primeras secciones del Cap. 5 usamos 
principios lógicos que rigen la cuantificación de las variables indi- 
viduales para probar la validez de los argumentos y demostrar ver- 
dades lógicas. Un desarrollo axiomático de esos principios es llamado 
un “cálculo funcional de primer orden”, o también un “cálculo fun- 
cional restringido”.: En este capítulo construiremos un sistema lo- 
gístico semejante, desarrollaremos algunos de sus teoremas y proba- 
remos que tiene las propiedales deseables como son la consistencia 
y la completud, de cierto tipo. De nuevo, nuestro metalenguaje será 
el español ordinario, además de una parte de la aritmética elemental, 
y algunos símbolos especiales que serán introducidos y definidos 
cuando sea necesario. Nuestro lenguaje objeto o lógica objeto es el 
nuevo sistema RS,, que ahora describiremos. 

El sistema logístico RS, contiene una infinidad de símbolos pri- 
mitivos, de las siguientes categorías. 


1. Una infinidad de letras mayúsculas de la primera parte del 
alfabeto con y sin subíndices: 


A, B,C,A,, B,, C,, Az, By, Ca,» 


Estas son constantes proposicionales y en la interpretación a la que 
el sistema se destina expresarán proposiciones no compuestas. 
2. Una infinidad de letras mayúsculas de la parte media del 
alfabeto con y sin subíndices: 
P_Q,B, P, Q,, B;, Pa, Oy, Ro, - 


1 También llamado un cálculo de predicados, “restringido” o de “primer orden”. 
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Estas son las variables proposicionales y en la interpretación a que 
el sistema se destina serán variables sentenciales de la clase discu- 
tida en la Sec. 2.3 del Cap. 2. Los símbolos de las dos primeras 
categorías son los símbolos proposicionales. 


3. Una infinidad de letras mayúsculas de la parte inicial del 
alfabeto con y sin subíndices, con supraíndices derechos “1”, “2”, 
de 

A! B!,C1, Al, BL, CL AL BL, Cl... 

A?, B?*, C?, A?, B?, C?, A?,B3,C2,... 

A%. B?, C3, A3,B3, C3,A3,B3,C3,... 
Estas son constantes predicadas, y en la interpretación a que el 
sistema se destina cada una designará un atributo particular o rela- 
ción diádica o relación triádica ... o relación n-ádica según que el 
supraíndice sea “1” 0“2”,0 “3” 0 n”. 

4. Una infinidad de letras mayúsculas de la parte media del 

alfabeto con y sin subíndices, con supraíndices “1”, “2%, “Y... 
P1,Q!,R!, Pi, QL A], Pz, 03, A], ... 
P?, Q?, R?, P?, 02, R2, P1,Q2,R3,... 
P3, 02, R3,P?, Q9, R3,P3,Q3)R3,... 
Estas son las variables predicadas y en la interpretación a que 
se destina el sistema serán símbolos por los que se podrán sustituir 
nombres de atributos particulares, relaciones diádicas particulares, 


etc. Los símbolos de las categorías tercera y cuarta son símbolos 
predicados. 


5. Una infinidad de letras minúsculas de la parte inicial del 
alfabeto con y sin subíndices: 
a, b, c, 4,, b,, C¡, Az, ba, Co, ..- 


Estas son constantes individuales, y en la interpretación a que el 
sistema se destina serán nombres propios de individuos. 


6. Una infinidad de letras minúsculas de la parte fimal del 
alfabeto, con y sin subíndices: 


x, Y, 2, xi, Yi, 21, Xa, Yo» Za,» a 


Estas son variables individuales y en la interpretación a que se des- 
tina el sistema serán variables individuales del tipo discutido en 
el Cap. 4. Los símbolos de las categorías quinta y sexta son símbolos 
individuales. 
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7. Cuatro símbolos adicionales, solamente, completan la lista de 
símbolos primitivos de RS,; estos son la tilde, el punto y los parén- 
tesis derecho e izquierdo: 


- (,) 


Además de los símbolos primitivos introducimos algunos símbolos 
definidos en nuestro lenguaje objeto RS,. Antes de hacerlo, sin 
embargo, debemos indicar el uso de algunos símbolos especiales de 
nuestro metalenguaje. Como en el Cap. 7, introducimos los símbolos 
especiales “, “”, *(” y “)”, para denotar los símbolos especiales 
“=”, “? “(, y “Y del lenguaje objeto y también usaremos corchetes 
y llaves para denotar paréntesis del lenguaje objeto, cuando esto 
facilite la lectura. En el metalenguaje usaremos letras mayúsculas 
con y sin subíndices como variables sintácticas, es decir, como sím- 
bolos por los que se Pueden sustituir designaciones de cualesquier 
símbolos o sucesiones de símbolos del lenguaje objeto. Y se usarán 
letras minúsculas con y sin subíndices como variables individuales 
sintácticas, esto es, símbolos por los que se pueden sustituir desig- 
naciones de símbolos individuales del lenguaje objeto. Finalmente, 
convendremos en que la yuxtaposición de dos símbolos del lenguaje 
objeto se denotará en el metalenguaje por la yuxtaposición de sus 
nombres, Así, en cualquier contexto en el que “F” denote “A!” y “a” 
denote “x”, “F(x)” denotará “Al(x)”. También será conveniente in- 
sertar comas en cualquier sucesión de símbolos del metalenguaje 
que designen símbolos del lenguaje objeto. Así, cuando “F” denote 
BS y “x?, “x,? y “x,”, denoten “a,”, “a,” y “ay”, respectivamente, usa- 
remos “F(x,, x2, x3)” para denotar “Ba, azay)”, 

Introducimos los símbolos “y”, “2”, “=” y “3” en el lenguaje 
objeto por definición, y los denotamos en el metalenguaje por los 
símbolos “y”, “5”, “=” y “3”. Los nuevos símbolos del lenguaje 
objeto se introducen como abreviaciones por definición : 


Df. PvQ se define como abreviación de —(—P--—(Q). 

Df. P > Q se define como abreviación de —(P--—Q). 

Df. P=Q se define como abreviación de (P > Q):(O > P). 
Df. ExP se define como abreviación de —(x)—P. 


Habrá libertad de suprimir paréntesis (en el metalenguaje) re- 
teniendo sólo los necesarios para evitar las ambigiedades, o aquellos 
que agiliten la interpretación. También, en ocasiones, escribiremos 
“P-Q” como “PQ”. Aunque no siempre aprovecharemos la convención 
siguiente eliminando los paréntesis innecesarios, establecemos el si- 
guiente orden de precedencia entre los símbolos (de nuestro meta- 
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lenguaje) donde cada símbolo tiene precedencia sobre cualquiera 
que esté situado en una de las columnas a su derecha: 


=3V'- 


(x) si no le precede inmediatamente un símbolo predicado 
Gx) 


Este convenio hace que una expresión como 
P=(J0v —RS > (AIYT:-U 
denote las mismas fórmulas del lenguaje objeto que las denotadas por 
(P) = [0] v [(A)(S)1) > (1[G97]-[U])) 


Nuestro último convenio es el de la asociación a la izquierda que 
significa que cuando el convenio sobre orden de precedencia no sea 
suficiente para eliminar ambigiedades de una expresión, sus partes 
se deberán agrupar por paréntesis a la izquierda. Esto es, cuando 
una expresión contenga dos o más ocurrencias de un mismo conector 
y sus alcances relativos dentro de la expresión no se vean expresados 
de otra manera, entonces la ocurrencia más a la derecha se enten- 
derá que tiene mayor (o el mayor) alcance. 

Definimos como fórmula de RS, cualquier sucesión finita de sím- 
bolos de RS,. Entre ellas se incluyen sucesiones como 


Jl 

(AUD) 

OS > (Ca) 
le = 


(ab) 


de las cuales vamos a querer incluir la segunda y la tercera entre 
las bien formadas, esto es, considerarlas con significación en la in- 
terpretación normal o pensada para el sistema. 

Ahora definimos una fórmula bien formada de RS, por las si- 
guientes reglas recursivas: 


a) 1. Si F es un símbolo proposicional, entonces F es una uff. 
2. Si F es un símbolo predicado n-ádico y X,, X2,...., Xx. son n 
(no necesariamente distintos) símbolos individuales (donde 
n=1,2,3,...), entonces F(x,, Xx», ...,Xn) es una wff. 
8) 1. Si F es una wff, entonces —(F) es una uff. 
2. Si F es una uff y G es una uff, entonces (F)-(G) es una 
wff. 
3. Si F es una wff y x es una variable individual, entonces (x) 
(F) es una uff. 
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Ninguna fórmula de RS, es una wff si no lo es por las reglas pre- 
cedentes, o por estas leyes junto con las definiciones de los símbolos 
definidos que se han dado. 

Ahora que contamos con un criterio efectivo para las wff, limi- 
taremos nuestra discusión en lo que resta del capítulo a las wff, que 
son las únicas fórmulas que nos interesan. 

En este punto resulta conveniente introducir algunos términos 
especiales más. (No se pierde generalidad al frasear las definiciones 
en términos de los símbolos indefinidos solamente porque los tér- 
minos definidos son siempre eliminables, ) 


Df. Si x es una variable individual, entonces (x) si no viene 
inmediatamente precedido por un símbolo predicado, es el cuantifi- 
cador universal de x (o sobre x). 

Df. Si Q es una uff que es un componente de una wff P, 
entonces Q es una parte bien formada de P. 

Df. Una ocurrencia de una variable x es una wff P se dirá que 
es una ocurrencia ligada de x en P si está en una parte bien formada 
de P de la forma (1)0Q, 

Df. Una ocurrencia de una variable x en una wff P se dirá que 
es libre ocurrencia si no está ligada. 


Suponemos una infinidad de postulados para nuestra lógica obje- 
to. Toda wff de cualquiera de los esquemas (patrones) siguientes, 
es un postulado: 


P 1. PO (P-P) 

P 2. (P-Q)P 

P 3. (P> Q)> [Q:R) > —(R-P)] 

P 4. (xP > 0)>[P > (90), donde x es una variable individual 
cualquiera, P es una wff cualquiera que no contiene ocurrencias 
libres de x, y Q es cualquier wff. 

P5. (x)P > Q donde x es cualquier variable individual, y es 
cualquier variable o constante individual, P es cualquier wff, Q es el 
resultado de reemplazar cada ocurrencia libre de x en P por y, y 
si y es una variable, entonces debe ocurrir libre en Q en todas las 
posiciones en que x ocurre libre en P (o sea, que ninguna ocurrencia 
ligada de y en Q es el resultado de reemplazar una ocurrencia libre 
de x en P por y). 


Las restricciones que se formulan en P 4 y P5 son para evitar 
que se incluyan ciertas falsedades manifiestas (en la interpretación 
a que se destina el sistema) tales como 


la=D>5(+x=2) 5 [(4=1) > (+ x=29)] 
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que tiene antecedente verdadero y consecuente falso, pero que no 
es una instancia de P 4, pues x ocurre libre en (x = 1). También 
se evita una falsedad como 


MOBNY A 31 > (Eyy 4 y)] 


que no es una instancia de P 5, pues hay una ocurrencia ligada de 
la variable y en (3y)(y 4y) que resulta de reemplazar una ocu- 
rrencia libre de la variable x en (3Yy)(y 4x) por y. 


Suponemos dos reglas de inferencia para RS,: 


R 1. De P y P > Q inferir Q. 
R 2. De P inferir (x)P. 


A continuación definimos “demostración” para RS,. Formalmente, 
P.P,... PO 


asegura que hay una sucesión finita de las wff S,, S,,...S; tal que 
para toda S¡(1 < j <t) se tiene alguna de las situaciones: 


a) S, es uno de los postulados P 1-P 5, o 

b) S, es una de las premisas P,(1<i< mn), o 

c) S, es resultado de aplicar R 1 a dos S precedentes de la 
sucesión, digamos S;, y S; donde i<jyk<j,0 

d) S, resulta de aplicar R 2 a una S; anterior de la sucesión, de 
modo que S, es (x)S; donde i < j; 


y S, es Q. 
Informalmente consideramos que P,,P,,...,P, F Q afirma que 
Q válidamente se infiere de P,, P,, ...,P, en RS,. 


A continuación definimos “teorema de RS,” como una fórmula 
bien formada Q tal que F Q. Debe observarse que “F” es un sím- 
bolo especial de nuestro metalenguaje y no ocurre en RS, mismo. 

Ahora podemos establecer la consistencia de RS,. Empezamos 
haciendo la siguiente definición: 

Df. Sif es una fórmula bien formada de RS, su fórmula pro- 
posicional asociada (que abreviamos f.p.a. y simbolizamos con F”) 
es la fórmula que resulta de F quitando primero todas Jas ocurren- 
cias de cuantificadores en F, junto con todos los paréntesis reque- 
ridos por dichos cuantificadores, y después reemplazando toda parte 
bien formada de F de la forma P” (x,,x,,...,xn) y todo símbolo 
proposicional en F por la constante proposicional A. 


Ejemplo: Si F es 
(xx) (4x,19)))) D (5 (Ba) *(()(BUx,)))) 
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su f.p.a. F”, es 
(A) > ((4)-(4)) 
A continuación enunciamos y probamos el siguiente: 
Lema: Si F F entonces F” es una tautología (de tabla de verdad). 


Prueba 1. Empezamos mostrando que todo postulado de RS, 
sólo tiene tautologías como f.p/a. Una f.p.a. de cualquier instancia 
de P 1 es de la forma P* > (P”-P”), que es una tautología. Lo aná- 
logo ocurre con P2 y P3. La f.p.a. de cualquier instancia de P 4 
tiene la forma (P” > Q*) > (P* > Q”) que es una tautología. En 
P 5, dado que Q difiere de P solamente en los símbolos individuales 
que contienen, sus f.p.a. son idénticas, luego la f.p.a. de cualquier 
instancia de P 5 tiene la forma P” > P” que es una tautología. 

2. A continuación se muestra que cualquier wff obtenida por 
aplicación de las reglas de RS, a una fórmula bien formada que 
tiene una tautología como f.p.a. tiene una tautología como f.p.a. 
Por R 2 deducimos (x)P de P. Pero (x)P y P tienen idénticamente 
la misma f.p.a. Por lo tanto, si la de P es una tautología, también 
lo es la de (x)P. Por R 1 deducimos Q a partir de P y P>Q. De 
modo que si P” y P” > Q” son tautologías, también lo es Q”. 

Como todos los teoremas de RS, se siguen por las reglas a partir 
de los postulados, todos los teoremas de RS, tienen tautologías como 
f p.a, Y con esto concluye nuestra prueba del lema. 


La consistencia de RS, se enuncia como 
METATEOREMA I. RS, es consistente. 


Prueba: (Aquí usamos el criterio de Post para la consistencia: 
un sistema es consistente si contiene una wff que no es un teorema. ) 
La fórmula “(A)-(—(A))” es una wff de RS, que tiene una f.p.a. (ella 
misma) que no es una tautología. Luego, por nuestro lema, no es 
un teorema de RS, luego RS, es consistente. La consistencia de RS, 
se sigue también de su analiticidad, que (de pasada) señalamos en 
la Sec. 9.6. 


9.2. Desarrollo de RS, 


Al desarrollar este sistema tomaremos con libertad resultados 
obtenidos en el Cap. 7, en donde se estableció que toda tautología 
puede demostrarse como un teorema en el cálculo proposicional ba- 
sado en P1, P2, P3 y R1. Esto se indica en el teorema y regla 
derivados siguientes. 
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TEOREMA O. Todas las tautologías son teoremas, y si en una 
tautología cualquiera T que contenga los símbolos proposicionales 
P,, Pz, ..., P, reemplazamos todas las ocurrencias de P,, P.,...,P, 
por cualesquier fórmulas bien formadas F,, F,...,F.,, respectiva: 
mente de RS,, el resultado es un teorema F de RS.,. 


Prueba: Por la completud del Cálculo Proposicional basado en 
P1,P2,P3 y R 1 hay en RS, una demostración para cada tauto- 
logía. Si en cada paso de esa demostración reemplazamos todas las 
ocurrencias de P,, P,,...,P, por F,, Fs, ... , Fn obtenemos una de- 
mostración en RS, de F, ya que el hacer las sustituciones indicadas 
en los postulados P 1, P 2, P 3 simplemente nos da otras instancias 
de sustitución de esos postulados. 


REGLA DERIVADA O. Todas las formas de argumento tauto- 
lógicamente válidas son demostrables en RS, y si en cualquier regla 
derivada tautológicamente válida S,, S,,...,S, FT que contiene los 
símbolos proposicionales P,, P»,...,P, reemplazamos todas las ocu- 
rrencias de P,, P,, ..., P, respectivamente, por cualesquier wff F,, 
F., ..., F,, de RS,, el resultado es una regla derivada que se puede 
demostrar válida G,, G»,...,Gm FP H de RS,. 

Prueba: Corre exactamente paralela a la prueba del Teo. O. 
En cualquier prueba que se haga en RS, cualquier paso que se jus- 
tifique por el Teo. O o DR O simplemente se denotará con (Y (por 
“Cálculo Proposicional”). 

Ahora estableceremos las primeras reglas derivadas y teoremas 
de RS,. 


DR 1. Si P no contiene ocurrencias libres de x entonces P > QFP 


> (00. 
Demostración: S': PQ premisa 
Sa: (NP OQ) R 2 
Sy: (A(P > Q) > [P > (90] P 4 
Sa: PO (30 R 1 


DR 2. (H[F(x) > Go), (1)F(x) E (1)G(x) 


Demostración: S,: (x)[F(x) > Gía)] premisa 
Sa: ()[Fía) > Gl] > [Fíx) > Gla)] P5 
Sa: F(x) > Glx) R 1 
Sa: (Fx) premisa 
Ss: (F(x) > Fíx) P5 
Se: F(x) R 1 
S,: Glx) R 1 


Sg: (1,G(x) R 2 
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DR 3. (H(P:Q)F ()P- (0 


Prueba: (xX(P-Q) 
ll (P-Q)>P-Q 
P-Q 
P 
(Pp 
Q 
(00 
()P* (0 


DR 4. (MP= O) HF (9P= (30 
Prueba: (P=0) 
(P= 0) >(P=0) 
P=0 
PQ 
(POP 
(PO 
(9P > (90 
OP 
(10450 
()0 > P 
(0 > (xP 
9P > (01:10 > (1P] 
()P= (00 
TEOREMA 1. + (2(P:0) =(0P:(90 


F(x1P-Q) > P 
F(A(P-Q) > (MP 


Por pasos semejantes a los anteriores obtenemos: 


E (JP o 
de donde bp: o! > (Pr (30 
Ahora establecemos B: + ()P-í2J0 > (XP-Q) 
F()P O P 
F()P>30 
F(P:()0 > P-Q 
(PQ > (PQ) 


Ahora de A y B, 
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E [(2XP-Q) > ()P- (001. 
[6)P-(90 > (MP-Q)] O 
(XP: 0) = (0P- (00 df. 
TEOREMA 2 F(xX(PD Q)> [GP > (90) 


Prueba: EP O Q):(0P] > (NP Q) P2 
F[(P > Q):(9P] > (9P 0) 
HIPO (PO) P5 
HP OP P5 
FP > 0):(0P] > [(P > Q)P] O 
H[(P > Q0)P]0Q a) 
E [PD Q)*(0P] > Q O) 
F[GOP > 0) (0P] > (90 DR 1 
FP 0) > [0P > (00) ) 


Ahora enunciaremos y probaremos el Teorema de Deducción para 
RS, que corresponde al método reforzado de Prueba Condicional usa- 
do en la Sec. 3.8 y los Caps. 4 y 5. 


METATEOREMA H. (Teorema de Deducción —D.T.) Si existe una 
demostración de P,, P.,...,P,,, P, FQ en la que ninguna variable 
que ocurra libre en P,, esté cuantificada por R 2 en ningún paso, 
entonces existe una demostración de P,, P.,... Pa, FPP.>Q en 
la que exactamente están cuantificadas por R 2 aquellas variables 
que eran cuantificadas por R 2 en la demostración original. 

Prueba: Suponemos que existe una secuencia de las wff S,, S,, 
...,S, tal que cada S; (1<j<t) es (a) uno de los postulados 
P 1-P 5 o (b) una de las P, (1<i<m)o (c) resulta de aplicar R 1 
a dos S anteriores de la sucesión o (d) resulta de aplicar R 2 a una $ 
anterior; y S, es Q. Ahora, considérese la sucesión de las wff: P, > S,, 
P. > Sz,....Px > S;. Si podemos completar fórmulas bien formadas 
antes de cada P, > S;, de modo que la sucesión total resultante sea 
una demostración a partir de P,, P,,..., P,., y de modo que cada 
renglón de la sucesión total resultante sea o (a) uno de los postu- 
lados P 1-P 5 o (b) uno de los P,¿ (1<i<m-— 1) o (c) resulta de 
aplicar R 1 a dos renglones anteriores de la sucesión o (d) resulta 
de aplicar R 2 a un renglón anterior de la sucesión, entonces como 
el último renglón P, > S, es P, 5 Q tendremos una demostración 
de que P,, P.,..., Pai FPPLoQ. 

La demostración se lleva a cabo por inducción débil sobre el 
número de renglones (t), en la demostración original. 

(a) En el caso t = 1 sólo tenemos la fórmula P, > S, por con- 
siderar. Deseamos mostrar que P,, P,,. ..,Pn., FF Pr>S,. Por hi- 
pótesis, S, es o un Postulado P 1-P 5 o una P,(1<i<mnm). 
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CaAso 1. S, es un postulado. Aquí se completa con la demos- 
tración de S, > (P,>S,) y S, misma, Partiendo de éstas tenemos 
P, >S, por R 1, de modo que la sucesión total hasta e incluyen- 
do P, > S, es una demostración de que F+ P,>S, y luego de que 
Pao Proa Pa E Pu Ss 


Caso 2. S, es una P;¡(1<1i<m). Aquí se completa con la 
demostración de S, > (P, >5S,) y S, misma, de donde tenemos P, 
> S, por R 1. Aquí la sucesión total es una demostración de que 
S, FP,> S, y como S, es una P;(1<i¿<m-— 1), es una demos- 
tración de que P,, Pz, ...,Pn.s F Pr S,. 


Caso 3. S, es P,. Aquí completamos con la demostración de 
que S,>S, que es una demostración de que F P,>S, y luego 
de que P,, P,,...,Pn, HP, > Ss. 


(8) Ahora se supone que se han completado todos los renglones 
PA >S,, P,>S:,... hasta P, > S;.,, inclusive, así que tenemos una 
sucesión de wff que es una demostración de que P,, P,,...,Pn., + 
P, > Sy... Con esta hipótesis mostramos cómo se completa para 
incluir P, > S, en la sucesión que será entonces una demostración 
de que P,,P», ...,Pn-4 F Pn > Sy. Por hipótesis S, es o un postulado, o 
una P;(1<i< nm), que resultó en la demostración original de apli- 
car R 1 a dos S precedentes o resultó en la demostración original de 
aplicar R2 a una S anterior. 


Caso 1. S, es un postulado. Completar como en el caso a. 
Caso 2. $, es una P;¡(1 <¿< n). Completar como en el caso «. 


CAso 3. S, resulta de aplicar R 1 a dos S previas, digamos S; 
y S; donde S, es S; > S;. Por la hipótesis del caso f£, dado que ¿< k, 
j<k ya se tiene P, DS; y P, > S;, que €s P, > (S; > S;). Aquí se 
inserta la demostración de [P. > (S; > S;)] > [(P, > S;¡) > (P, > 
S;)] (una tautología) y P, > S, se sigue mediante dos aplicaciones 
de R1. 

Caso 4. S, resulta de aplicar R2 a una S anterior, digamos S;, 
con j < k. Por la hipótesis del caso £ ya se tiene P, > S,. S, es (x) 
S, donde x por nuestra hipótesis original no es libre en P,. Luego, 
por R2,(x)(P, > S;) y por P4,(x)(P, D S;j) > (Pa > (x)S;). Aho- 
ra R 1 dará P, > (x)S, que se P, > S;. 


De «a, £ por inducción débil podemos completar cualquier número 
de pasos S; de la demostración original. Además, ninguna variable 
de la sucesión “completada” está cuantificada, a menos que ya lo 
estuviera en la sucesión original. Esto prueba el Metateorema JI 
(D.T.). 
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MT Il. CoroLAarRIo: El D.T. como se enuncia antes vale para 
cualquier sistema de lógica que sólo tenga las reglas R 1 y R 2 y que 
contenga demostraciones para 
POPRPO(OPLIPO(QIBIO[(P>Q)I(PORD y 

(PO 0) > (P > (30) en donde no hay ocurrencias 


libres de x en P. 
Prueba: —Obvia. 
Podemos ilustrar el uso del D.T., usándolo para probar DR 5: 


DR 5. (0[F%) > Cl] HNF(a) > (9G() 
Prueba:  (x)[P(x) > Gio], (9Fla) F()G() DR 2 
[FO > Cl] EF) > (9E() D.T. 
Los siguientes son algunos teoremas adicionales que es fácil 
establecer usando el Teorema de Deducción, 
TEOREMA 3. HímM(P= Q) 9 [(0P = (00] 
“TEOREMA 4. H(0(P O Q) > [GP > (A0O] 
Sus pruebas se dejan como ejercicios al lector. Ahora pasamos a 


algunos teoremas que enuncian equivalencias. Como (3x) se introdu- 
jo como abreviación para —(x)=—, el teorema que sigue, 


TEOREMA 3. EA. = (a) —P 
se infiere inmediatamente de + —(9-—P= —(1)—P (0) por definición. 
Los teoremas siguientes, sin embargo, requieren pruebas que 
siendo simples no lo son tanto como la del Teorema 5. 
TEOREMA 6, F(WXP= (IP 
TEOREMA 7. +-—(9P= (31) -—P 
TEOREMA 8. + -—(IDP= (x)—P 
Las demostraciones de estos teoremas quedan también como ejer- 
cicios. 
El teorema siguiente es respecto a la conmutación de los cuan- 
tificadores universales: 


TEOREMA 9. H(xXyP = (yKoP 


Prueba: F(9POP P5 
POP > P] R 2 
E(IDP > (0P DR 5 
PXDP O (y) DR 1 


Obtenemos + (y)l(x)P > (1Xyw)P de la misma manera y entonces 
FCOP= (y))P por Y) 
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Otro teorema de muy simple demostración es 


TEOREMA 10. HF [(JP v (30) > (MP v Q) 


Prueba; (POP PS 
F)Q > Q P5 
E [692 v (1)0] > (PvQ) O 
EP Y (0] > (MP VO) DR 1 


Habiendo deducido varias equivalencias como teoremas, será 
conveniente establecer una regla de sustitución que permita el in- 
tercambio de fórmulas equivalentes en cualquier contexto. Esto se 
prueba como el siguiente metateorema. 


METATEOREMA II. (Regla de Reemplazo—R.R.). Sean P,, P., 

, P, cualesquier wff, sea A cualquier wff que no ocurra en nin- 
guna P,, y sea W cualquier wff que no contenga otros símbolos, ade- 
más de las P,(1<1i<mM), A. >, —, (x), y paréntesis. Sea W* el 
resultado de reemplazar cualquier número de ocurrencias de A en 
W por B. Entonces A=B + W=W*, 


Prueba: Usamos inducción fuerte sobre el número de símbo- 
los de W contando cada ocurrencia de P¡(1<1i<Rm) A, B, =, >, 
(x) como un símbolo. 


a) En caso de que W contenga un solo símbolo, W es o una 
P. o A. 


Caso 1. WesP,. Aquí W* es P, y dado que + P, =P; tenemos 
+ menos W =W”, luego A=B + Woe=W?*, 
Caso 2, Wes A. Aquí W* es A o.es B. 


Subcaso A: W*” es A. Como FA=A tenemos + W=W?*, 
luego A=B + W=W". 

Subcaso B: W* es B. Como A=B + A=B tenemos Á = 
BF W=W*. 


B) Ahora suponemos verdadero el Metateorema para cualquier 
wff W que contenga k o menos símbolos, y consideramos una wff 
W que contiene k + 1 símbolos. W debe ser —L, (x)L o M-N. 


Caso 1. Wes -—L. L debe contener solamente k símbolos, así 
que por la hipótesis del caso g€ A=B + L=L'*. Pero (L=L*) > 
(—L=L*) puede probarse, así que A=R + -L=-—L* que es 
A=BF+W=WwW!. 


2 La última restricción no limita la generalidad del Metateorema, pues todas las ocu: 


rrencías de los símbolos definidos v, 3), = y 3 pueden reemplazarse por símbolos in- 
definidos. 
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Caso 2. W es (x)L, Nuevamente L sólo contiene k símbolos, 
de modo que por la hipótesis del caso $, A=B + L=E*. Luego, 
por R2 tenemos A=B + (x)(L=L*) y por DR 4 tenemos (x) 
(L=L*) + (x)L=(x)L*, de donde A=B + W=W?*. 


Caso 3. W es M-N. Como M y N contienen cada una menos de 
k símbolos, por la hipótesis del caso (6. A=B+M=M* y A=B 
F N=N*, Dado que + [(M=M”*)(N =N*)] > [MN = M*-N*], 
y M*.N* es W*, tenemos A=B + W=W*, 


Así se completa la inducción y termina la demostración. 


MT HI. CoroLaRIOo: Si W y W* son como en MT III, entonces 
A=B, W+W*, La prueba es completamente obvia. 


9.3. Dualidad 


Iniciamos nuestra discusión de la dualidad con una definición 
extremadamente complicada: 


Df. Sea W cualquier wff que no contiene ocurrencias de > o 
= (cualquier wff puede convertirse en una W tal reescribiendo toda 
parte bien formada de la forma P > Q como —PvQ y toda parte 
bien formada de la forma P=Q como (-PvQ)(-QvP). Si P,, 
. «+, P, son símbolos proposicionales o símbolos compuestos de pre- 
dicados seguidos por el número apropiado de símbolos individuales, 
W se construirá a partir de P., P,,...,P,, +, —, V, (x), (3x), exclu- 
sivamente. Entonces la dual de W (escrita W2) se forma 
reemplazando toda ocurrencia de P;, en W por —P;,* 

A 
e (Ax), 
O 
: v, 


Ejemplos (donde P, Q, R, S, son P;): 


1 W: PQ 
We: =Pv —Q 
2. Wi baP VQ) 


Wa: (A P-—Q) 
3. We: (yA? Y (O vR-S)] 
Wi: (IE) P:O:(—R v —S)] 


3 Exceptuando las ocurrencias de P; en partes bien formadas de la forma —P;. 
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Hay muchas consecuencias inmediatas de nuestra definición: Prime- 
ro, si W es cualquier wff que no contiene partes de la forma —-—P;: 
1. W= ws 

Si W y U son wff cualesquiera: 


2, (W-U)J = Wi y UA 

3. (Wyv UN = W2- pa 

4. (x)W)J = (1x1) w* 

5. (BdaQWPY = (13w2 

o. (Wa lE Si Wes una P, entonces (—W) es P,. 

y b. Si W contiene almenos dos símbolos, entonces (—W)y = 


(We) 
Podemos establecer ahora un resultado general de dualidad. 


METATEOREMA ,1V. (Teorema de Dualidad) Si W2 es la fórmula 
dual de W, entonces + -W=W?. 


Prueba: Usamos inducción fuerte sobre la estructura de W (es- 
to es, sobre el número de símbolos de W, contando cada P, como 
un símbolo). 


a) Si W contiene sólo un símbolo, W es una P,. Aquí W2 es 
—P,, y dado que + —P;= —P, por (PB), tenemos + —W =W?, 

f) Suponer verdadero el Metateorema para cualquier W que con- 
tenga k o menos símbolos. Considerar ahora cualquier W que conten- 
ga k + 1 símbolos, 


Caso 1l. Wes —R. 


Subcaso A: R contiene más de un símbolo. Entonces (— 
R)* es —R*. Por la hipótesis del caso f, F —R=RY, luego por HH 
Re. —R, que es PF =-W =WwW?.. 


Subcaso B: R contiene sólo un símbolo, esto es, R es una 
P;¡. Entonces W es —P, y W? es P,. Por BH) + —-—P, =P;, de donde 
FW =W2, 


Caso 2. Wes (x)R. Por £ tenemos + -R=R, También te- 
nemos, por Y y R.R., + -(x)R=-—(x)-=“R, luego por R.R., + 
(0)R=-(x)-R*% que (por definición) es F -(x)R=(J1x)R* o 
EW =W?, 


Caso 3. Wes (IDR. Por B, + —R=R*. También tenemos 
(Teo. 8) + -(3x)R=(x)-—R. Por R. R. tenemos + —(3x)R = 
(x)R% que es + -W=W, 
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Caso 4. W es AB. Por 8, --A=A2 y --B=B?. Por €, 
E (AB)=-A v —B, luego por R.R., F —(A'B) =A* v B* que es 
E =—W == Wi, 

Caso 5. Wes AvB. Por B, F -A=AS% y +-B==B3, Por 6, 
E -(AvVB)=-—A'-B, de modo que por R.R., + —(A vB) =A*B* 
que es + -W=W, 


MT IV. CoroLARIo: + (W==U) > (W* = US), 
La prueba de este corolario es obvia. 


La dualidad se usa de muchas maneras. El tradicional “Cuadrado 
de Oposición”* que exhibe las proposiciones I y O como negaciones de 
las proposiciones E y A respectivamente, es, en forma clara, un 
caso especial del resultado de dualidad establecido antes: 


(ISO PG] COLS > P())1 
(OS) y PCO)] (OLASG) y PO] 


EDS) + Poo) * O asin - PG) 


Los teoremas familiares de De Morgan también son casos especiales 
del teorema de dualidad. Y el teorema general de dualilad nos per- 
mite formular las negaciones con facilidad. Por ejemplo, la propo- 
sición 
Hay un curso que todos los estudiantes siguen. 
puede simbolizarse como 
ANC Uy iS Uy) > Ty, 11) 

y se Puede reescribir sin usar el signo de implicación, siendo en- 
tonces 


By(CU (yiS Uy) v T%y, 31) 
La fórmula dual (y por tanto, la negación) de esta fórmula es 
ACA y EyAS y): TA, 01) 
cuya escritura “más natural” con el signo de implicación es 
(9(CUx) > (3N)1S Uy): —T%y, x)]) 


* Discutido en el Cap. 4, Pág. 90. 
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y es la traducción simbólica de la oración 
Para cada curso hay algún estudiante que no lo sigue. 


Establecidos la Regla de Reemplazo y el Teorema de Dualidad, 
fácilmente se prueban algunos teoremas adicionales. 


TEOREMA 11, +(A0(P y da ELO) 
Prueba: na PQ) = (1) P-()Q Teo. 1 
ESOPO) = (DP v 30 Corolario del Teorema de 
Dualidad y R 1. 


Las pruebas de los siguientes dos teoremas son sencillas también 
y pueden quedar como ejercicios. 


TEOREMA 12, + (IDGYP= yA 
TEOREMA 13, (INP) > PIDO 


Ahora que tenemos la Regla de Reemplazo, es deseable aumentar 
nuestra provisión de equivalencias, Para los siguientes diez teore- 
mas (del Teo. 14 al Teo. 23) y la siguiente regla derivada (DR 6) 
hacemos la hipótesis de que no hay ocurrencias libres de x en Q. 
Daremos las pruebas de algunos de estos resultados siguientes, de- 
jando los demás como ejercicios para el lector: 


TEOREMA 14. H(YQ=0 


Prueba: F(Y0>0Q 18 
FOO ¡6 
FO > (30 DR 1 
F(NO=0 0 


TEOREMA 15, F(I0=0Q 
TEOREMA 16. E 
LP 


Prueba: +(x(P:0)= (30 Teo. 1 
-m0=0 Teo. 14 
F (JP: Q) =(9P:Q RR. 

TEOREMA 17. +(A3(Pv 0) =P v Q 
pub AO O ee PRO 
FADEP VO) =GAPVO Corolario del Teorema 


de Dualidad y R 1. 


TEOREMA 18. +(AAPDO)=(P20Q 
TEOREMA 19, F(31xXQ > P)=0Q > (IP 
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TEOREMA 20. F(xQ>P)=0Q 0 (xP 
“TEOREMA 21. HíxiP O Q)= NP O Q 
TEOREMA 22. F( 

FA 


PV O)=(0PvQ 
xP-Q) =(20P-Q 


*DR6. PIQFEYPIOQ 


El teorema siguiente no requiere restricciones semejantes sobre 
las ocurrencias libres de variables en las fórmulas que el teorema 
contiene: 


TEOREMA 23. 


TEOREMA 24. FIMYNP O (ya. 


Prueba: Ha=PO=P + P5 
EbnaP DO (=P a 
EPO —(9=-P a 
EP O (ANP df. 
(y? OP P5 
F(YP O (HP 0) 
E DR 1 
- ly)? O (ye DR 6 


Para los dos teoremas siguientes hacemos las hipótesis generales 
de que x y y son dos variables individuales cualesquiera, y F(x) y 
F(y) son exactamente iguales, excepto que x es libre en F(x) en 
todos los lugares y sólo en los lugares en que y es libre en F(y): 


TEOREMA 25. + (x)F(x) = (yF(y) 


Prueba: + ()F(x) > Fly) P5 

F OF) > (yF(y) DR 1 
Obtenemos + (wF(y) > (9F(x) dela misma manera y entonces 

tenemos + (Fx) = (y)F(y) por (P) 


TEOREMA 26. + (19F(x) = (Iy)F(y) 


Prueba: FF = (y —Fiy) Teo. 25 
E=()=Fix) = (y) Fly) 1) 
-(AYF() = (AYNFy) d£. 


Los Teoremas 25 y 26 junto con la Regla de Reemplazo permiten 
el “intercambio de las variables ligadas”, sujeto a las restricciones 
mencionadas en los enunciados de los teoremas. 

Finalizamos este grupo de teoremas con 


TEOREMA 27. Si P y Q son como en P 5, entonces -+Q > (3x)P. 
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Prueba: F(9-—P>-—0Q P 
E==Q > (2) P 
EQ) (9 P S 
FO) (IP df 


9.4. RS, y las Técnicas de “Deducción Natural” 


Ahora deseamos mostrar que RS, es una axiomatización de la 
lógica que usamos al convalidar inferencias por nuestra lista de 
diecinueve Reglas de Inferencia, el método reforzado de Prueba 
Condicional y las Reglas de Cuantificación presentadas en el Cap. 4. 
El sistema RS, contiene las diecinueve Reglas de Inferencia como 
Se mostró mediante la prueba de la completud para el sistema de 
lógica basado en P1,P2,P3 y R 1 y nuestra discusión relacionada 
con el Teo. O y DR 0. En cierto sentido, el Teorema de Deducción 
para RS, corresponde al método reforzado de Prueba Condicional. 

En presencia de R 1, P5 corresponde a Ul. Las restricciones 
impuestas a Ul son exactamente las mismas que las impuestas a 
P 5. Podemos establecer Ul como regla derivada de RS,.: 


DR 7. Si P y Q son como en P 5, entonces (x)P +Q. 


Demostración: (xP premisa 
(DP>Q0 P5 
0 R 1 


Otra vez, en presencia de R 1, EG se sigue de P 5 vía el Teo. 27. 
Las restricciones impuestas a EG son exactamente las mismas que 
se hicieron sobre P 5. Podemos establecer EG como regla derivada 
para RS,: 


DR 8. Si P y Q son como en P 5, entonces Q + (3x)P. 


Prueba: O premisa 
Q > (dnP Teo. 27 
En R 1 


La regla UG corresponde a grandes rasgos a R 2, aunque desde 
cierto punto de vista parece más débil que R 2, y desde otro, más 
fuerte que R 2. La segunda restricción sobre UG evita que se le 
use para inferir (u)94 a partir de $v donde y es una variable de 
ocurrencia libre en una hipótesis dentro de cuyo alcance se encuen- 
tre $v. Pero no hay una restricción semejante sobre R2. Dicha 
restricción sobre UG, sin embargo, sólo sirve para limitar su apli- 
cación en el contexto de una Prueba Condicional. En RS, se impone 
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la misma limitación haciendo la restrivción sobre la Regla de De- 
mostración Condicional misma, en nuestro enunciado del Teorema 
de Deducción —<que no permite el paso de PF Qa FPIQsiR2Q2 
se usa sobre una variable que ocurre libre en P—. Luego, en el con- 
texto de RS, la segunda restricción sobre UG se aplica a R 2 aunque 
se enuncia para el Teorema de Deducción más que para R 2 misma. 
Así, UG no es realmente más débil (más restringida) que R 2. 

UG parece más fuerte que R2 en que permite un cambio de 
variable en su aplicación, cosa que R 2 no hace. Pero en presencia 
de todo el resto del sistema RS,, UG se prueba con facilidad como 
regla derivada combinando la fuerza de R 2 y del Teo. 25. El con- 
venio general respecto a Pu y $v del Cap. 4 y la primera restricción 
sobre UG (que v no ocurra libre en («)+u) en conjunto son equiva- 
lentes a las condiciones enunciadas para el Teo. 25, que Su y %vy 
sean exactamente iguales, excepto en que y es libre en $, en los 
lugares y sólo aquellos lugares en que v es libre en +v. Tenemos 
F(x) + (x)F(x) directamente por R 2 y luego por el Teo. 25 tenemos 
DR 9. Si F(x) y F(y) son exactamente iguales, excepto en que x 


es libre en F(x) en aquellos y sólo en aquellos lugares en 
que y es libre en F(y), entonces F(x) + (y)F(y). 


En RS, podemos hacer mediante DR 9 todo lo que antes podíamos 
hacer mediante UG. 

En el Teo. O y DR 0, y en DR 7, DR 8, DR 9 y el Teorema de 
Deducción, se ve que el sistema RS, comprende toda la fuerza de- 
ductiva disponible en nuestras diecinueve Reglas de Inferencia, Re- 
glas de Cuantificación UI, EG, UG y el principio reforzado de la 
Prueba Condicional. 

En vez de tratar de formular una regla derivada en RS, corres- 
pondiente a El, probamos un metateorema que legitimiza cualquier 
uso de El en una prueba sometida a las restricciones que se involu- 
cran en su enunciado. 


METATEOREMA V,. (El es legítima, o mejor aún, El es eliminable 
o evitable.) 


Si hay una sucesión de fórmulas bien formadas que constituirian 
una demostración de que P,, P,,...,Pn FQ si no fuera porque al- 
gunas de las fórmulas de la sucesión se derivan de las precedentes 
por medio de El (construida aquí simplemente como la regla de que 
si R se puede derivar en un contexto dado, de F(y), entonces se le 
puede derivar en ese contexto de (31x)F(x) de.modo que: 


1. haya m usos de El de los cuales el i-ésimo es la inferencia 
de Ri, a partir de (1x,)F(x;,) sobre la base de haberle de- 
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ducido de F;(y;), donde las x, libres en F,(x;) exactamente 
corresponden a las y; libres en F;(y;), y 

2. ninguna y; ocurra libre ni en Q, ni en cualquier premisa P,, 
ni en cualquier wff de la sucesión que precede a F;(y;), ni 
en la wff R, que se deduce de F.(y;); 


entonces existe una demostración genuina de que P,, P.,...,P.-Q 
que no hace uso de El. Y en esta última (genuina ) demostración no 
se hace uso de R 2 para cuantificar variables libres en P,, Pz, ..., Pr, 
que no fueran ya cuantificadas por R2 en la sucesión original o 
“cuasidemostración”. 

Prueba: En cualquier cuasidemostración semejante cada wff F; 
(y;) está precedida por una wff (3x,)F;(x,) y seguida por una wff 
Ri. Exceptuando las m fórmulas F,(y,), F2(y2), +... Fn(Ym) cada 
wff de la sucesión indicada o es un axioma o una P); o se sigue de las 
precedentes wff por R 1 o R2. Supongamos que hay exactamente t 
usos de R 2 de los cuales el g-ésimo es la inferencia de S;,(= (x;,) 
S,,) a partir de S,,. 

Definimos S',, como (xj) +... (%5,,)(%1,,)... (x;,)Sx, que es 
(5) (5, MX, + + + (x5,) (05, )5,,. Dado que Si, FS, por t — 1 
usos de P5 y R 1, es obvio de la existencia de la cuasidemostración 
original que existe una demostración genuina de que 


De Pyrrcco PS y Sigo ++ 0> Sip Fly), Falyz), >> + > EnlYm) FO 


que no involucra el uso de El o R 2. (Si F,(y;) ocurría sin justifi- 
cación en la cuasidemostración, aquí es una premisa; y si S,, se 
infería por R 2, aquí se le infiere de la premisa S',, por t— 1 usos 
de P5 y R1.) 

Como no se hace uso de R 2 en la demostración de (1), podemos 
hacer uso del Teorema de Deducción para obtener 
E O A A A 

Sk Fly)» Folg2)» + - + > Em1[Ym-1) Y EnlYm) > Q 


Ahora, por aplicaciones sucesivas de R 2, y de los Teos. 21 y 26, 
y de la Regla de Reemplazo, de esas mismas premisas obtenemos 


E Em (Ym) > O 
y después 

EY m(Ym) > 
y finalmente 

+ (Ax, )Fn(%,) > Q 
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Dado que Fn(Ym) está precedida por (3xm)Fn(xm) en la cuaside- 
mostración original, tenemos también 


y finalmente por R 1 


FQ 
Luego tenemos una demostración de que 
CT O A E Y) HQ 


en donde R2 no se usa para cuantificar ninguna variable libre en 
ninguna de las premisas S 4, Sk... Sz, Fi(Y), Fi(Y2),--.> 
Fm-1(Ym-1). El argumento anterior se puede usar m veces para obte- 
ner una demostración de que 


(mm) E A AE AE 


rn 


en la que no se usa R 2 para cuantificar ninguna variable libre en 
ninguna de las premisas S'z, S' 4, ...,S%. Luego podemos usar 
nuevamente el Teorema de Deducción para obtener 


P,, Pa, >... FE an Sky Ship os El > 


Dado que S);, precedía a S,, en la cuasidemostración original, 
también, de las mismas premisas, obtenemos 


FS), 

Ahora, por t aplicaciones de R 2, obtenemos 
PS 

y finalmente vor R 1 
FQ 

Así, tenemos una demostración de que 

(m+1) e NS O IS A 0, 


en donde R 2 no se usa para cuantificar variables que sean li- 
bres en cualquiera de las premisas S',, S'4,,...,S'%, El argumento 
anterior se puede usar t veces para obtener una demostración genui- 
na de que 


(m++) Po Po... P.FO 


en la que no se usa R 2 para cuantificar variables libres en P,, P., 
,P, que no fueran cuantificadas por R 2 en la cuasidemostra- 
ción original. Esto completa la prueba de nuestro Metateorema V. 
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La discusión precedente basta para mostrar que nuestro cálculo 
funcional de primer orden RS, es una axiomatización de la lógica 
usada en el Cap. 4 y las tres primeras secciones del Cap. 5. Se puede 
mostrar que no contiene más de lo que allí se usaba, dando de- 
mostraciones (en el sentido anterior de “demostración”) de los pos- 
tulados de RS,. 

Surge por supuesto la pregunta de qué tanta lógica hay con- 
tenida en RS,. Presentaremos una prueba de que RS, es deductiva- 
mente completo en el sentido de que todas las proposiciones lógi- 
camente verdaderas que sólo involucran cuantificación de variables 
individuales son susceptibles de probarse como teoremas, dentro del 
mismo. Este sentido se especificará con más precisión en la Sec. 
9.6. Sin embargo, antes de probar la completud de nuestro cálculo 
funcional de primer orden desarrollaremos algunas nociones y me- 
tateoremas concernientes al tema de las “Formas Normales”. 


9.5. Formas Normales 


Empezamos definiendo la noción de “forma normal prenex”. Una 
fórmula bien formada está en forma normal prenex si y sólo si 
tiene la estructura (Qx,)(Qx.)...(Qx,)G, donde X,, X2,...,Xn 
son variables individuales distintas, (Qx,) es (x,) o (3x,) y G es 
una fórmula bien formada que no contiene cuantificadores y que 
al menos contiene una ocurrencia de cada una de las x;. Las si- 
guientes son muestras de fórmulas de RS, en forma normal prenex 


(x)(4!(x)) 
(J1I(B'(x)) > (C*(2y))) 
(YUI (4(xy2))) 


Ahora definimos el término “alcance” como sigue: Si (Qx)B es una 
parte bien formada (es decir, una wff que es una parte) de 
una wff A, entonces el alcance de esa ocurrencia particular de (Qax) 
en Á es la ocurrencia particular de B que sigue inmediatamente a 
(Qx).* Y definimos la frase “inicialmente situado” de la manera 
siguiente: Un cuantificador está inicialmente situado en una uff F 
si se encuentra al comienzo de F o sólo se encuentra precedida (con 
excepción de los paréntesis) por otros cuantificadores, y su alcance 
llega hasta el final de la fórmula F. Deberá ser claro para el lector 
que la siguiente es una definición equivalente de “forma normal 
prenex”: Una uff está en forma normal prenex si y sólo si todos 


3 Esta definición provee una formulación precisa de la noción de alcance que se dis- 
cutió de manera informal en la Sec. 4.4. Véanse las páginas tercera y cuarta de esa 
sección. 
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sus cuantificadores están inicialmente situados, no hay dos cuanti- 
ficadores sobre la misma variable, y cada variable que ocurre en 
un cuantificador ocurre también al menos una vez dentro del alcance 
de ese cuantificador. 


Ahora podemos enunciar y probar el siguiente Metateorema, 


METATEOREMA VI. Dada cualquier wff F, de RS,, puede encon- 
trarse una fórmula P en forma normal prenex, tal que + F =P. 


Prueba: Si F está en forma normal prenex, P es F y+F=P 
por (P, 


Si F no está en forma normal prenex, debe o: (a) contener un 
cuantificador no inicialmente situado, o (b) contener dos cuantifi- 
cadores sobre la misma variable, o (c) contener una variable que 
ocurre sólo en un cuantificador. 


Caso 1. Todos los cuantificadores de F están inicialmente co- 
locados. 


Subcaso 1.i. Al menos dos de los cuantificadores están so- 
bre la misma variable. Aquí F es de la forma 


(Qr (Ox) - - (Qu)... (Qx;). - . (Q1,JG 


Si todo lo que en F inmediatamente sigue a (Qx,) lo denotamos con 
A, entonces x;, no ocurre libre en A, y por los Teos. 14 y 15, + (Qx;) 
A =A. Luego por la Regla de Reemplazo el primero de cualesquier 
cuantificadores inicialmente colocados sobre la misma variable pue- 
de simplemente quitarse dando lugar a una fórmula equivalente. 
Luego, si todos los cuantificadores de F están inicialmente colocados, 
entonces hay una fórmula equivalente cuyos cuantificadores están 
todos inicialmente colocados y que a lo más tiene un cuantificador 
sobre cualquier variable. 


Subcaso 1.ii Hay en F una variable que ocurre sólo en un 
cuantificador. Aquí tenemos F de la forma 


(Qx,) . (Ox)... (Q1,)G 


donde x, no ocurre líbre en G. Si denotamos con Á todo lo que en F 
inmediatamente sigue a (Qx;), entonces x, no ocurre libre en A 
y por el Teo. 14 o el Teo. 15, + (Qx,)A= A. Luego, por la Regla 
de Reemplazo todo cuantificador inicialmente colocado sobre una 
variable que no tiene ocurrencia fuera de ese cuantificador puede 
simplemente quitarse dando lugar a una fórmula equivalente. Luego 
si todos los cuantificadores de F están inicialmente colocados, en- 
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tonces hay una fórmula equivalente cuyos cuantificadores todos 
están inicialmente colocados y que no contiene variables cuyas úni- 
cas ocurrencias sean en cuantificadores. 


Caso 2. Algunos cuantificadores de F no están inicialmente co- 
locados. En este caso conviene escribir F en forma no abreviada, 
de modo que los únicos símbolos del cálculo proposicional que con- 
tiene son - y —. Después consideramos una wff G tal que no haya 
dos cuantificadores en G sobre la misma variable, tal que ninguna 
variable que aparece en G tenga ocurrencias libres tanto como liga- 
das yHF=G. Si F es una wff tal, tomamos G como F; de otra 
manera G se obtiene de F intercambiando variables ligadas de acuer- 
do con los Teos. 25 y 26 y la Regla de Reemplazo. 

Aparte los paréntesis, cada símbolo que no sea un cuantificador 
y que ocurra a la izquierda de un cuantificador dado (Qx,) en una 
wff G puede contarse como una “razón” por la que (Qx;) no está 
inicialmente colocado en G, y cada símbolo colocado a la derecha 
de (Qx,) en G, que no esté dentro de su alcance también puede 
contarse como una “razón” de que (Qx;) no esté inicialmente colo- 
cado en G. Es obvio que cualquier cuantificador (Qx,) que aparezca 
en una wff G está inicialmente colocado en G si y sólo si no hay 
“razón” por la que no esté inicialmente colocado en G. 

Dada cualquier wff G en la cual el cuantificador sobre x, no 
esté inicialmente colocado y todos los cuantificadores en G que pre- 
ceden al cuantificador sobre x, estén inicialmente colocados en G, 
podemos construir una wff G, tal que: todo cuantificador inicialmente 
colocado en G esté también inicialmente colocado en G,,FG=G, 
y hay menos “razones” por las que el cuantificador x, no esté ini- 
cialmente colocado en G, que “razones” por las que el cuantificadur 
x; no estaba inicialmente colocado en G. La construcción de G, es 
como sigue. 

Si (Qx;,) es el primer cuantificador en G que no está inicialmente 
colocado en G, entonces puede ocurrir en sólo una de las partes 
bien formadas de G que siguen: ((Qx;)(A4))'(B) o (B)-((Qx;) 
(A)) o —((Qx,)(4)). 

En el primer caso, como x; no tiene ocurrencia libre en B reem- 
plazamos la parte bien formada ((Qx;¡(A))-(B) por (Qx)((4)'(B)) 
usando el Teo. 16 o el Teo. 23 y la Regla de Reemplazo, para obte- 
ner la wff G,. 

En el segundo caso, primero usamos (B y la Regla de Reemplazo 
para reemplazar la parte bien formada (B)-((Qx¡)(A)) por 
((Qx,)(A4)) - (B), y luego reemplazar eso como en el caso prece- 
dente por (Qx;)((A)- (B)) para obtener la wff G,. 
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En el tercer caso obtenemos la wff G, usando el Teo. 7 o el Teo. 
8 y la Regla de Reemplazo para reemplazar la parte bien formada 
—((Qx;)(A)) por (Q*x;)(—(A4)) donde (Q*x;) es o (x;) o (3x;,) 
según que (Qx,) sea (3x;,) o (x;). 

Si el cuantificador sobre x, no está inicialmente colocado en G, 
repetimos la construcción recién descrita para obtener G, en la cual 
hay aún menos “razones” de que el cuantificador sobre x, no esté 
inicialmente colocado. Como cada wff contiene sólo un número fi- 
nito de símbolos, en cualquier wff no puede haber sino un número 
finito de razones de que un cuantificador no esté inicialmente colo- 
cado. Así pues, la construcción que hemos descrito sólo deberá ser 
repetida un número finito de veces para producir una wff G, en 
la que el cuantificador sobre x;, esté inicialmente colocado. 

Para cada cuantificador que no esté inicialmente colocado en 
la wff F original, puede ser usada una nueva serie de construcciones 
hasta finalmente obtener una wff G, en la que todos los cuantifica- 
dores estén inicialmente colocados y tal que + F =G,. Y por el Caso 
1 existe una wff en forma normal prenex que es equivalente a G;. 

Ahora definiremos dos nuevos términos: En cualquier wff en 
forma normal prenex 


(Ox, KOxz)... (Q1,JG 
el grupo de los cuantificadores (Qx,)(Qx,) ... (Qx,) es el prefijo 
y la fórmula G, libre de cuantificadores, es la matriz. 


EJERCICIOS 


Encontrar una forma mormal prenex para 

L (NBNAAYN IG) Fla) > (32)H(2) F(2) 

2. [(9G(o) y H(9)] = [(yieFly 2)] 

3. (HF) > Go] > [(9F() > (Ela) 

M4. (YDFA y) > BD(yFI y) 

EEE RELE AA xo) > (2 BADAEDH (A, A) 


Una wff en forma normal prenex puede contener variables li- 
bres. Deseamos que sea posible, sin perder generalidad, limitarnos 
a las wff que no contienen variables libres. A éstas nos referiremos 
como fórmulas bien formadas cerradas o wff cerradas (que abre- 
viaremos cwff). Para que nuestra concentración en las cwff sea 
legítima enunciaremos y demostraremos el siguiente: 


METATOREMA VII. Para toda wff F puede encontrarse una cwff G, 
en forma normal prenex tal que FF si y sólo si HG. 
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Prueba: Por el Metateorema VI es siempre posible encontrar la 
forma normal prenex P para toda wff tal que +F =P. 


Caso 1. Si P es una cwff, entonces G es la misma P y como 
FE F=G,FHF si y sólo si + G. 


Caso 2. Si P contiene n variables libres x,, x,,...,*x,, enton- 
ces G es la cuff (x,)(x2)... (x.)P. Pues si FF entonces FP y por 
R2, F(x,)P y aplicando n veces la R 2 tenemos FG. Y si FG, esto 
es, F(x,)(x2) ... (x.)P, entonces, dado que F(x,)(x2)... (A%H)P 
(%2) .. . (xA)P por P5,R 1 da F(xz)... (xn)P, y aplicando n veces 
P5yRl, tenemos FP, y luego HF. 


Ahora probamos otro resultado más que para cualquier wff da 
una wff en forma normal aún más especializada que será un teo- 
rema si y sólo si la wff original es un teorema. 


METATEOREMA VI!I. Para cualquier wff F puede encontrarse una 
cwff R que esté en forma normal prenex y empiece con un cuanti- 
ficador existencial y tal que + F si y sólo si + R. 


Prueba: Por el Metateorema Vl1l, para cualquier wff F hay una 
cwff G en forma normal prenex tal que + F si y sólo si + G. Sea D(t) 
una función de una variable t tal que ni D ni t ocurran en G., Enton- 
cer por (»,F G=(G-[D(t) > D(t)]). 


Luego 

FG (G-*[D(1) > D(t)) por Y) 

EF(N(G > (G-[D(0 > DN) por DR £, (EG) 

FG O (31(G-[D(t) > D(t))) por Teo. 19 y R.R. 
También tenemos 

F(G-[D(1) > D(8]) > G P2 

F(D((G*[D(t) > Dl) > G) R 2 

F(H(G*[D(t) D D(1]) DG Teo. 21 y R.R. 
Luego 

-(AN(G-[D(e) > D(8]) =G por 6) 


Ahora, la forma normal prenex de (3t)(G-[D(t) > D(t)]) es la 
fórmula de tipo R que se deseaba, ya que es cerrada, se encuentra 
en forma normal prenex, empieza con un cuantificador existencial, 
y EF si y sólo si FR. Si G es (Qx,)(Qx,) ... (Qx,)G”, entonces 
F(D(ÍG=[D() > D(M)) o 

FANEOrz) (01,67: —[D(t): —D(0]) 
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tiene como su forma normal prenex 


FDO Ox) - - - (Qx,)(G": —[D(O): —D(0)) 


por aplicación reiterada del Teo. 16 o el Teo. 23 y la Regla de 
Reemplazo, 


Por definición, cualquier cwff en forma normal prenex que co- 
mienza con un cuantificador existencial se dirá que es de tipo R, 


EJERCICIOS 


Para cada una de las siguientes wff construir una fórmula de tipo R que 
sea un teorema si y sólo si la wff dada es un teorema: 


"Lil y H(y)] y Hi) 
2. F(%,, Xz, -- ++ Xp) > Cz) 

"3. (3x)G(x, y) v Fiz) 

4. (32)Fíz, 2) D (Gx, y) 

5. (WF(x, y) > Gíz) 


A continuación presentamos tres nuevas definiciones, la tercera 
de las cuales define la “forma normal de Skolem” que es un tipo 
aún más especializado de fórmula bien formada, respecto de la cual 
estableceremos un Metateorema más. 


Df. El rango de una ocurrencia de un cuantificador existencial 
en una fórmula de tipo R es el número de cuantificadores existen- 
ciales universales que preceden a ese cuantificador existencial en 
el prefijo. 

Df. El rango de una fórmula de tipo R es el mayor de los rangos 
de las ocurrencias de los cuantificadores existenciales de su prefijo. 

Df. Una wff F está en la forma normal de Skolem si y sólo si 
es de tipo R y de rango 0. 


METATEOREMA 1X. Dada cualquier wff F podemos encontrar una 
fórmula F, en forma normal de Skolem tal que +F si y sólo si + Fo. 


Prueba: Para cualquier wff F podemos construir una fórmula 
de tipo R, llamémosla F,, tal que FF si y sólo si FF,. (Si F es ya de 
tipo R, entonces F =F,.) Si F, es de rango O entonces está en la 
forma normal de Skolem deseada. Si F, es de rango k > O, entonces 
mostramos cómo construir una fórmula de tipo R de rango menor 
que k, llámesele F., tal que +F, si y sólo si + F,. Así, nos embarca- 
mos en un proceso que producirá las fórmulas F,, F,, F,,... todas 
de tipo R y de rangos decrecientes. Llegaremos finalmente a una 
fórmula F, de tipo R y de rango O tal que + F si y sólo si F Fo. 
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Si F, no está en la forma normal de Skolem, entonces su rango 
es mayor que 0, es decir que F, tiene la estructura 


(Ir). (A AYNOR NO) - - - (Qi) 


donde (Q2,)(Q2:),... , (Q2,) son cuantificadores de las cuales uno 
al menos es existencial. Ahora introducimos las siguientes notaciones: 


l. Blxy ta, - +.» %p Y) = df (Oz, (Oz). -(Q7,)G. Esto lo abreviaremos co- 
mo A. 

2. Híy) = df H(x,, xo, ..., Y», y) en donde H es cualquier variable de 
predicado con (n + 1) lugares (y en argumentos X,, X», ..., Xan, 

y) y tal que H no aparece en G. 

3. H(t) = dí H(x,, %z, - -->%n» t) donde t es una variable que no ocurre 
en G. 


4. C=df£(3x/)(317) .-- (dx) UYLO(0z)) --- (Q7p)G D H(y)] > (t)H(t)) 


Primero, queremos mostrar que HF, si y sólo si +C. Las dos impli- 
caciones son 


(4) Si FF, entonces + C. Aquí probamos que FF, > C. 


id 6) 
(yA > ([A > H(y)] > H(y))) R2 
ca > (y [A D H(y)] > H(y)) DR 5 
E(y)A D (yA > H(y))] > (y)H(y)) Teo. 2, Y) 
F(y)A > ((y[a > H(y)] > (1) H(0) Teo. 25, R.R. 
El) UA > ((91A > H(y)] > (9H(6)) R 2 
EOAIGDA > A > Hy)] > (9H 1) Teo. 4,R 1 


+ Exa)... Ex) (yA > rx)... AGA D H(y)] > (1) H(t)) 
por n usos de R 2, Teo, 4,R 1 
ERC df. 
Luego, si +F,, entonces +C, 


(11) Sir C, entonces + F,. Aquí debemos suponer que FC y deducir 
F F.. 


Ex)... AREUDIO).. (07, € H(y)] > (8H (1) Cc 
tE E y Bas > Y 
HíX, o Y] O (0H(, ... Ip, t)) dí. 
E(Axo) ARNGYIBA > Ta Y) > 
HA... +%w 9)) O (DH(%)»-..,%y 8)) El 


AS 


E(YIB(, Y 9) DH 2% 9) O (0H (2, Xp 1) m usos deEl 
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Ahora sustituimos Bíx;,..., %,, y) por la variable predicativa 
A 


HAB, Hp 4) D Bl 0 9) O (OB 8) 
FIBA, .... o co a DIO (MBA 


y) Teo.25,R.R. 
FYIIBOS, - +12 Y) O Blxp > 0 Y] > (YB 12) Teo.18,R.R. 
HB... Ho 4) O Bro 0 2 91 0 (YB a Y) El 
EB(X,, +. > %n, Y) > BlXi, > Y, Y) E 
E (y)Blx Xy) RI 
E A AAA 2) DR 8, (EG) 
Edi UB de n usos de EG 
Ex). AMY) > (0%) 0 df. 
EE, df. 


Luego, si FC, entonces FF). : 
C no está en forma normal prenex. Su forma normal prenex se 
construye como sigue, usando la notación Q* que ahora definimos: 


Si (Q2;) es (2) entonces (Q*2,) es (32,) 
Si (Q2,) es (32,) then (O*z,) es (2,) 


CS Br) A LOOz). . - (0%) > Hiy)] > ()H(t)) 
Dado que H(y) no contiene z; libres, 


F(Q%) + > (Q%)G O Hy) = (Q*%1) ..  (Q*2.)1G > H(y)] 


por m PLcatonés del Teo. 18 o el Teo. 21. Luego, por la Regla 
de Reemplazo 


C= (3x7) +. (Ax) U(YNO*21) - (QU [6 > HDI > (9H(0) 
Dado que (t)HA(t) no contiene z; libres, 
y(Q*2,) ...(Qt3,)[C > Hy)] > (9HA(0) = 
(a KO5).. -(Q2)[[C D H(Y] > (9H(01) 


por m + 1 aplicaciones del Teo. 18 o el Teo. 21. Luego, por la Regla 
de Reemplazo 


C=(3x)..(ININO2) -. -(O3) [16 > H(9)] > (9H0)] 
Como t no es libre en G > H(y), por el Teo. 20, 
E[IG > H(9)] > (9H(8] =(9[[€ > H(y)] > HO), 


s La regla que rige una Sustitución tal (regla de sustitución para variables funcionales) 
es difícil y de expresión complicada. Como es ésta muestra única aplicación de la misma, 
no la enunciaremos aquí. Puede encontrarse un estudio de las formulaciones alternativas 
en A. Church, Introduction to Mathematical Logic I, Princeton, 1956, Págs. 235 y Sig8., 
342 y sigs. 351 y sigs. 
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luego, por la Regla de Reemplazo, 
C= (3x1)... (IQ). - - (Qu LEG > H(y)] > Hit)] 


La fórmula de la derecha es la fórmula F, de tipo R tal que FF 
si y sólo si + F,. Ahora, el rango de F, es inferior al rango de F,, 
pues sus prefijos son los mismos salvo que F, tiene un cuantificador 
universal adicional en la posición final, que no afecta el rango, y 
uno de los cuantificadores universales ((y)) que precedía a un 
cuantificador existencial ha sido reemplazado por un cuantificador 
existencial, lo que reduce el rango en uno. Si F, tiene rango 0, en- 
tonces es la forma normal de Skolem de F. Si no lo es, entonces 
puede repetirse el argumento para obtener una fórmula F, de tipo R 
de rango aún más bajo. Luego, podemos finalmente llegar a una 
fórmula de tipo R de rango 0, que es la forma normal de Skolem 
deseada, 


EJERCICIOS 


Encontrar una forma normal de Skolem para 


TL AYNRESFA, y y Cll 

2. (HF(x) > a Sn > ()H(2)] 

ba GIELDA 
E he n G(y)) y H(2)] > Kw) 
5. ( 


dx xa Ix)P (11) Yo, Xy 14) 


9.6. Completud de RS, 


Ahora nos ocuparemos del problema de probar que nuestro cálcu- 
lo funcional de primer orden es completo. Hay que distinguir entre 
varios sentidos del término “completo”. Un sistema del cual todas 
las fórmulas bien formadas se pueden probar como teoremas posee 
una completud de una clase muy fuerte. Pero esta clase de completud 
equivale a la inconsistencia y luego no es deseable. Nuestro primer 
Metateorema, que estableció la consistencia de nuestro sistema, pro- 
bó de pasada que carecía de este tipo de completud. Una completud 
de una clase un tanto más débil es la que posee un sistema cada 
una de cuyas fórmulas bien formadas es susceptible de probarse 
como teorema, o bien, su negación puede probarse como teorema, 
es decir, que para toda wff F se tiene o + F o bien + —F. Esta clase 
de compleción tampoco es deseable, pues en sus interpretaciones 
normales, cada una de las siguiente wff 
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Ny: (AF) > (0F(x) 


Ny AJENA) Fly [Glx) == —G(9)) > (oF(x) 
Ny: AAIYNADE Fly F(2)*[G(x) = —Cl(y)] 
[A(y) = H(5):[10) = 181) > (9F(x) 


E E O SR E E AO 


E 


afirman, respectivamente, que hay cuando más un individuo, que 
hay cuando más dos individuos, que hay cuando más tres individuos, 

. Pero si queremos que nuestro sistema lógico sea aplicable a cual. 
quier universo no vacío posible sin atención al número exacto de 
individuos que contiene, no existe una N, tal que se requiera probar 
como teorema N; o —N;. Una competud de otra clase fue la mostrada 
para el cálculo proposicional presentado en el Cap, 7. Se probó que 
aquel sistema logístico era completo en el sentido de que toda wff 
que (en su interpretación normal) es una tautología de tabla de ver- 
dad puede probarse como teorema en el sistema. Esa clase de com- 
pletud encaja de manera admirable en un cálculo proposicional, 
pero no sirve para un cálculo funcional. Un cálculo funcional de 
primer orden que no tuviese la wff 

AIGDEF(, y) > (NAF y) 
como uno de los teoremas susceptibles de probarse en el mismo 
sería tristemente insatisfactorio e incompleto, aunque la fórmula en 
cuestión no sea una tautología de tabla de verdad. La razón por la 
cual se considera que una lógica es insatisfactoria si en ella la ex- 
presión dada es una wff, pero no puede probarse, es que (en su 
interpretación normal) la fórmula expresa una verdad lógica —una 
verdad lógica siendo una proposición que es verdadera en (o de) 
todo universo no vacto posible—. La clase de completud deseada 
para nuestro cálculo funcional de primer orden puede expresarse 
vagamente diciendo que toda verdad lógica que se puede expresar 
en el sistema puede probarse como teorema dentro del mismo. Esta 
noción debe expresarse con mucha mayor precisión antes de poder 
usarla en cualquier prueba de completud.” 
En vez de seguir hablando de “universos posibles” hablaremos 

de modelos, donde un modelo es cualquier colección no vacía de 

T La discusión y prueba de compleción (o completud) es una adaptación a RS, de la 
prueba de complecién para un cálculo funcional de primer orden dada por Leon Henkíin 
en su artículo “La Compleción del Cálculo Funcional de Primer Orden”, en The Journal 
of Symbolic Logic, Vol. 14 (1949), Págs. 159-166. La simplificación que sigue de la prueba 
del profesor Henkin, me fue amahlemente comunicada por él másmo en la primavera de 
1951. La reproducimos con su autorización. 

La primera prueba de compleción para un cálculo funcional de primer orden fue 
publicada por Kurt Gódel, en el artículo “Die Vollstandigkeit der Axiome der Logischen 


Funktionenkaikuls”, Monatshefte fir Mathematik und Physik, Vol. 37 (1930), Pága. 
349-360. 


Completud de RS, 32] 


elementos cada uno de los cuales se considera como un individuo. 
Y en vez de hablar de nuestro sistema de lógica como “aplicado” a 
un “universo posible” hablaremos de un modelo como constituyendo 
una interpretación normal de nuestro sistema formal. Este último 
término recibirá ahora un significado preciso. Con cada conjunto 
de individuos que se destine a servir como un modelo suponemos 
que también se nos dan las propiedades que pueden poseer los 
elementos individuales y las relaciones (diádicas, triádicas, etc.) 
que puede haber entre ellos. Ahora definimos “interpretación de una 
wff S con respecto a un modelo dado” como una asignación de sig- 
nificados tal que 


1. A cada símbolo proposicional de S asignamos un valor de 
verdad, ya sea To F. 

2. A cada constante individual y cada variable con ocurrencia 
libre en S, asignamos un elemento del modelo. 

3. A cada símbolo de predicado asignamos una propiedad o una 
relación diádica, triádica o n-ádica según que sea de grado (tenga 
supraíndice derecho) 1, 2,3 0 n. 


Esta noción de interpretación de una wff con respecto a un mo- 
delo dado, es, sin embargo, incompleta, porque no se habla de lo 
que deba hacerse con los símbolos lógicos —, : y el símbolo cuanti- 
ficador (x). Nuestra interpretación normal (o pensada) de una 
wff S con respecto a un modelo dado se define como una interpre- 
tación de S con respecto a ese modelo, sujeta a las condiciones: 


a. Cualquier parte bien formada —W tiene asignado el valor 
de verdad T o el valor F según que la parte bien formada W tenga 
asignado F o T. 

b. Cualquier parte bien formada de la forma X-Y tiene asignado 
el valor de verdad T si y sólo si tanto X como Y tienen asignado T. 

Cc. Cualquier parte bien formada (x)R tiene asignado el valor 
de verdad T si y sólo si R tiene asignado el valor T independiente- 
mente de cuál sea el elemento del modelo que se asigne a todas 
las ocurrencias libres de x en R. 

d. Cualquier parte bien formada P"(x,, x;,...,xY,) tiene asig- 
nado el valor de verdad T si y sólo si los elementos del modelo 
asignados a x,, Xz,...,x, en este orden se encuentran en la relación 
n-ádica asignada a P*. 


Hasta aquí hemos definido “interpretación” e “interpretación nor- 
mal” solamente para una wff con respecto a un modelo dado. Una 
interpretación de un sistema con respecto a un modelo dado es una 
asignación de significados que proporciona interpretaciones para to- 
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das las wff del sistema, y una interpretación normal de un sistema 
con respecto a un modelo dado es una asignación de significados que 
proporciona interpretaciones normales para todas las wff del sistema. 

Hay muchas interpretaciones, y aun numerosas interpretaciones 
normales de un sistema formal con respecto a un modelo dado. En 
algunas de éstas puede asignarse el valor T a una wff que en otra 
interpretación tiene asignado el valor de verdad F. No obstante, es 
obvio que los postulados de nuestro cálculo funcional de primer orden 
tendrán asignado el valor T en cualquier interpretación normal del 
sistema con respecto a cualquier modelo dado. Una interpretación 
normal particular de una wff S con respecto a un modelo dado se 
dirá que satiface S con respecto a ese modelo si por la misma $ tiene 
asignado el valor T. Se dirá que una wff S es susceptible de satisfa- 
cerse con respecto a un modelo dado si hay una interpetación nor- 
mal de S con respecto a ese modelo que asigna a S el valor de verdad 
T. Y una wff S se dirá que es susceptible de sanssfacerse si hay cuando 
menos un modelo y una interpretación normal de S con respecto al 
mismo que asigna el valor de verdad T a S. Otro término que es 
importante introducir en este contexto es el término “válido”. Una 
uff S es válida con respecto a un modelo dado si toda interpretación 
normal de S con respecto a ese modelo asigna el valor de verdad 
T a S. De las definiciones, inmediatamente se sigue que la wff S 
es válida con respecto a un modelo dado si y sólo si toda interpre- 
tación normal de S con respecto a ese modelo satisface S. Por último, 
definimos el término “válido” por medio de sí mismo: una wff Ses 
válida si es válida con respecto a todo modelo. De las definiciones 
se sigue de inmediato que para cualquier wff S, o S es válida o -S 
Puede satisfacerse. 

En la noción de un modelo tenemos una formulación precisa de 
nuestra noción informal de un universo posible, e interpretación 
normal es lo que debería entenderse por “aplicación en mente” o 
pensada (para un sistema). En consecuencia, la validez de una uff 
es una noción precisa que sirve al propósito sugerido en la frase 
“lógicamente verdadero”. La completud que deseamos probar para 
nuestro cálculo funcional de primer orden RS, puede ahora definirse 
con precisión. Un cálculo funcional de primer orden es completo 
si y sólo si toda wff válida puede probarse como teorema en el mismo. 

Así como para un cálculo proposicional, se tiene que para un 
cálculo funcional de primer orden de recíproca de la completud es la 
analiticidad. Un cálculo funcional analítico de primer orden es 
uno en el que todos los teoremas son válidos. Es obvio que todos 
los postulados de RS, son válidos y que todas las wff que de ellos 
se derivan mediante R 1 y R 2 son también válidas. Está claro que 
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RS, es analítico. La consistencia de RS, es una consecuencia de su 
analiticidad, tal como la consistencia de R.S. se mostró que era 
consecuencia de la analiticidad de R.S., en el Cap. 7. 


Para establecer la completud de RS, será suficiente limitar nues- 
tra atención a las wff que no contienen variables individuales libres, 
pues con facilidad se demuestra que a cada wff S que contiene va- 
riables individuales libres corresponde una wff S* (llamada la cerra- 
dura de S) que no contiene variables individuales libres, tal que + 
S si y sólo si-S* y tal que S es válida si y sólo si S* es válida. Si S 
contiene exactamente n variables libres x,, Xx, ..., Xp-1, Xn digamos 
(en orden de aparición) entonces S* será (x,)(x%2)... (Xn-1)(X,)5. 
Ahora, si FS, entonces + (x,)S por R2 y otra aplicación de R 2 da 
F (Xn-1)(Xn)S; por último tenemos +S“ por n aplicaciones de R 2. 
Recíprocamente si FS“, es decir, F(x,)(%2) ... (Xn-1) (An )S, entonces 
aplicándole R 1 y la instancia de P 5 que es (x,Xxz) -.. (%p 1)x,)5 > 
(xa) --- (55-M(x,)5 dará Píxp) ... (%,-1Xx0)5; así que por n aplicacio- 
nes de R 1 y P5 obtenemos FS. Si S es válida, toda interpretación 
normal de S con respecto a cualquier modelo asigna a $ el valor de 
verdad T sin importar cuáles sean los elementos del modelo que sus 
variables individuales libres x,, x,,...x, denoten. De aquí se sigue 
que (x,)S es válida y (x,-.)(x2)S es válida, ..., y finalmente que 
S" es válida. Por otra parte, si S* es válida, (x,)(x,)... (xn)S tiene 
asignado el valor T sin importar cuál sea el elemento del modelo 
que denote x,, de lo que se infiere que (x;)... (x.2)S tiene asignado 
el valor T sin atención a cuáles elementos sean los denotados por 
x, y x;, de donde se sigue...finalmente que S tiene asignado el 
valor T sin importar cuáles sean los elementos del modelo que las 
variables individuales libres x,, x,,...,x, denoten, lo que quiere 
decir que S es válida. Luego, sin perder generalidad en realidad, 
podemos confinar nuestra atención a la wff cerradas (wff que no 
contienen variables libres), a las que se hará referencia escribien- 
do cuff. 

Para probar que nuestro sistema es completo es útil introducir la 
noción de un conjunto** de cwff. Usaremos las mayúsculas griegas 
Gamma y Lambda, con y sin subíndices, para denotar conjuntos de 
cwff de RS,. También usaremos las llaves para representar conjun- 
tos de cwff: así por ejemplo, el conjunto cuyo único elemento es 
la cwff S se escribirá (S), el conjunto cuyos únicos dos miembros 
son las cuff S, y S, se escribirá (S,, S,) y así sucesivamente. Para 
afirmar que hay una demostración de la wff Q partiendo de las 
premisas bien formadas cerradas P,, P,,... , P, podemos escribir 


** En el sentido de colección. Anteriormente hemos usado conjuntos en vez de enun. 
ciados conjuntos. (N. del T.) 


324 Un Cálculo Funcional de Primer Orden 


n 


Po Po. PO 


(Pr Po ---EJFQ 


Si T es un conjunto de cwff y S es una cwff que no pertenece a T, 
entonces el nuevo conjunto que contiene todos los miembros de r y 
S se escribirá (Ir, S). Para afirmar que existe una demostración de 
Q partiendo de las premisas que pertenecen a (T, S) podemos escribir 


(B1S]F-0O o TSFO 


Hay un enunciado alternativo del Teorema de Deducción que hace 
uso de esta nueva notación: 


SiP,PFQ entonces TFPI0Q 


Si hay una demostración de la wff Q partiendo de las premisas P,, 
P.,...,P,, entonces existe, desde luego, una demostración de Q 
partiendo de cualquier conjunto de cwff T que contenga (P,, P., 
. » ., P,) como subconjunto (lo cual se escribirá (P,, P,,...,P,) € 
T no importando qué otras wff T contenga. El conjunto,r puede ser, in- 
clusive, infinito: no hay nada en nuestra prueba del Teorema de 
Deducción que requiera revisión para dar cabida a esta posibilidad. 
Claro que en cualquier demostración de Q a partir de un conjunto 
infinito de premisas sólo un número finito de las mismas se usará 
de hecho, pues una demostración es una sucesión finita de fórmulas 
bien formadas. E 

Hemos dicho que, por definición, un cálculo funcional de primer 
orden es completo si y sólo si toda wff válida se puede probar en 
el mismo como teorema, y entonces mostramos que el cálculo fun- 
cional de primer orden RS, es completo si y sólo si toda fórmula 
bien formada cerrada puede probarse en RS, como teorema de RS,. 
Decir que toda cwff válida es susceptible de probarse como un teo- 
rema de RS, es, por transposición, decir que para cualquier cwff $, 
si S no es un teorema, entonces S no es válida. 

Al definir los términos “válido” y “puede satisfacerse” observamos 
que para cualquier wff S, o S es válida o —S puede satisfacerse. Por 
tanto, decir que S no es válida, es decir, que —S puede satisfacerse. 
Y luego podemos decir que RS, es completo si y sólo si para cualquier 
cwff S, si S no es un teorema entonces —S puede satisfacerse. Po- 
demos establecer este resultado introduciendo una característica y 
tal que se cumplan las dos condiciones siguientes: 


1) Si S es una cwff que no es un teorema, entonces S tiene la ca- 
racterística p; y 
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2) Si S es una cwff que tiene la característica y, entonces —S puede 
satisfacerse; 


puesto que de 1) y 2) se seguirá la completud de RS, por medio 
de un Silogismo Hipotético. 

Primero definimos dos atributos de los conjuntos de cwff. Un con- 
junto A de fórmulas bien formadas cerradas es inconsistente si A F 
—P-P, de otro modo A es consistente. Es obvio que cualquier wff 
puede inferirse de un conjunto inconsistente, pues si S es cualquier 
wff, —P-P E(—P-P) v S por (O) que es lógicamente equivalente a — 
PP +-(—P-P) > S. Dado que + —(—P-P) por Y) tenemos por R 1 
que —P-*P FS. Luego A +S donde A es cualquier conjunto inconsis- 
tente de cwff y S es una fórmula bien formada cualquiera. Ahora, 
la característica p antes aludida se puede definir como: una cwff S 
tiene la característica y si y sólo si (—S) es un conjunto consistente. 

Y demostramos el inciso 1) anterior como el lena siguiente: 
LEMA: Si S es una cwff que no es un teorema, entonces (—S) 
es un conjunto consistente. 


Prueba: Mostramos que para cualquier cwff S, si (—S) no es 
un conjunto consistente, entonces S es un teorema. Sea S cualquier 
cwff tal que (—S) no es consistente. Si (—S) no es consistente, 
entonces es inconsistente, lo cual significa que 


SE —P-P 


Por ser S una fórmula bien formada cerrada podemos usar el Teo- 
rema de Deducción para obtener 


ES —P-P 
de lo cual 
E(=P-P) D=-=S 
se sigue por (Y, Ya se tiene 


E(—P-P) 
por (B, de modo que por R 1 obtenemos 
us 
que por» da 
FS 


que es el resultado deseado. 


En vez de demostrar el inciso 2) de antes, simplemente como 


Si S es una cuwff tal que ([—S) es un conjunto consistente, en- 
tonces —S puede satisfacerse, 


326 Un Cálculo Funcional de Primer Orden 


probamos un resultado un tanto más general, para cuyo enunciado 
hay que definir el concepto de conjunto de fórmulas que se puede 
“satisfacer simultáneamente”. La definición es: Un conjunto A de 
cwff de un sistema formal es simultáneamente susceptible de satis- 
facerse por un modelo dado si y sólo si existe una interpretación 
normal de todas las fórmulas de A con respecto a ese modelo que 
satisfaga todas las wff de A. Ahora enunciamos y probamos el 


METATEOREMA X. Cualquier conjunto consistente de cwff, de RS, 
puede satisfacerse simultáneamente. 


Prueba: Nuestra prueba de la satisfactibilidad simultánea de 
un conjunto consistente arbitrario A, de cwff de RS, se lleva a cabo 
construyendo un conjunto de cwff más grande que incluya A como 
subconjunto, probando entonces que este conjunto más amplio puede 
satisfacerse simultáneamente. Esto, desde luego, dejará establecido 
el resultado que se desea para A. 

Empezamos considerando un conjunto de símbolos distintos u,, 
U2, Uy,... que sean diferentes de todos los que contiene RS,. Se 
denota con “RS,*” el sistema formal obtenido de RS, agregándole 
los símbolos u,, uz, uz, ... que sirven como constantes individuales. 
La única diferencia entre RS, y RS,* es que este último tiene un 
mayor número de símbolos primitivos: sus reglas de formación de 
fórmulas bien formadas, sus postulados y sus teoremas son los 
mismos idénticamente. Suponemos que todas las cwff de RS,* han 
sido dispuestas en una sucesión, así que podemos referirnos a ellas 
como la primera, la segunda, la tercera, etc., (hay muchas maneras 
de hacer esto, desde luego.) 

Empezando con cualquier conjunto A consistente de fórmulas bien 
formadas cerradas de RS,, lo agrandamos agregándole una fórmula 
bien formada cerrada a la vez. La primera cwff que hay que agregar 
es (113)Q, > Q,*, donde (3x)Q, es la primera cwff de RS,* que 
comienza con un cuantificador existencial y Q,* es el resultado de 
reemplazar todas las ocurrencias libres de x en Q, por u;,, donde u,, 
es la primera u; que no ocurre en Q,. Al conjunto resultante pode- 
mos llamarle “A,” donde A, = df (A, (1x)Q, > Q.*) y fácilmente 
podemos probar que es consistente. Pues si A, fuese inconsistente, 
deberíamos tener A, (3x)Q,>Q,* +-P-P y por el Teorema de 
Deducción, A F+[(3x)Q, >5Q,*] > —P-P. Dado que A no contiene 
ocurrencias de u,,, ni variables individuales libres, en la derivación 
de [((390, > Q,*] > —P-P a partir de A podríamos reemplazar todas 
las ocurrencias de u;, por la variable individual libre x para obte- 
ner A-[((G340)Q,>0Q]> —P'P. De ahí podríamos sucesivamente 
obtener 
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E dt por R 2 
FEDEDO, > 0, > —P-P por Th. 21 y RR. 

AF[GDHO, > (ADO, > —P-P por Th. 19 y RR. 

AF [GO, > É0,] por Y) 

y finalmente AF PP 


que contradice el supuesto de la consistencia de A. Luego, A, es un 
conjunto consistente. 

La siguiente cwff que se agrega es (3x)Q, > Q;,*, donde (3x) 
Q, es la segunda cwff de RS,* que comienza con un cuantificador 
existencial y Q.* es el resultado de reemplazar todas las ocurrencias 
libres de x en Q, por u;,, donde u;, es la primera u, sin ocurren- 
cia en Q, ni en A,. Ahora definimos A, como (A,, (3x)Q, > Q»,*) 
y se puede probar que es consistente exactamente como se hizo para 
A,. Continuamos agregando cwff una a la vez: a A; agregamos 
(Gx)Q; 5 Q;,* donde (31x)Q, es la j-ésima cwff de RS,* que co- 
mienza con un cuantificador existencial y Q;* es el resultado de 
reemplazar todas las ocurrencias libres de x en Q, por u;;, donde us, 
es la primera u, que no ocurre ni en Q, ni en A;.,. Cada A, es con- 
sistente, cada uno de ellos contiene A como subconjunto y cada 
conjunto está contenido en todos los conjuntos siguientes de la 
sucesión. 

A continuación definimos el conjunto A como la suma o unión 
de todos los conjuntos de la sucesión precedente. Cualquier cwff de 
RS,* es un miembro de Av siempre que sea un miembro de cual- 
quiera de los conjuntos A; de la sucesión. Es claro que A C Au y 
fácilmente se prueba que Av es consistente. Pues si Au fuese in- 
consistente habría una demostración de —P-P partiendo de un número 
finito de fórmulas de Aw. Cada una de éstas debería aparecer en A 
o algún A; por primera vez y en todo A; subsecuente, pues A. no 
contiene fórmulas que no ocurran ya en A0en A, 0O€n A,0 en A, 
O ..., y se ha observado que A CA,C As CANC.... Como en Cual- 
quier demostración sólo se usa un número finito de premisas deberá 
haber un primer conjunto que contenga todas las premisas en la 
que se pretende que es una prueba de A, +-—P-P. Pero esa prueba, 
entonces, sería también una prueba de que A¡ F—P-P, en contra 
del hecho de que cada A, es consistente. Por tanto, Aw es consistente, 

Ahora procedemos a ampliar A, hasta obtener un conjunto con- 
sistente máximo T de cwff de RS,*. Nuestro método para “agrandar” 
el conjunto A, consiste en agregarle sucesivamente cada cwff de 
RS,* que sea consistente con las fórmulas de A. junto con las ya 
agregadas. El conjunto T que resulta será consistente, pues cualquier 
demostración de que T + —P-P haría uso de sólo un número finito 
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de fórmulas de Tr, la última de las cuales (en el orden en que se 
les agrega) no podría haber sido agregada si se hubiesen seguido las 
instrucciones para agregar fórmulas. De nuestra definición de Tr 
se sigue para cualquier cwff de RS,* que no esté en T, que el agre- 
garla a T daría lugar a un conjunto inconsistente; así que a T le 
llamamos un conjunto consistente maximal. 

Es obvio que T contiene todos los postulados cerrados de RS,* 
y las cerraduras de todos los que no son cerrados y también todos 
los teoremas cerrados de RS,*, ya que si S es un cwff tal que TES, 
entonces $ está contenida en T. Puesto que al ser maximal el con- 
junto T, el agregarle cualquier cwff S que no pertenece al mismo 
da lugar a un conjunto inconsistente, es decir, que para cualquier 
cwff S que no pertenezca T, se tiene TSF+ —P.P. De aquí, por 
el Teorema de Deducción, tenemos T-SD —P-P, Ahora bien, sí 
también tuviésemos TI FS, entonces, por R 1 debiéramos tener TI 
F —P-P en contra del hecho de que T es consistente, También habría 
que observar que si S es una cuwff de RS,* se tiene TFS o TES, 
Esto se sigue del hecho de que cada cwff S de RS,* está contenida 
en T, o no lo está, Si S está en T, entonces obviamente T FS. Mien- 
tras que si S no está en T, entonces T, S + —P-P y por el Teorema 
de Deducción T-S > —P-P. De aquí que por Ú se tenga TH-=(-= 
P-P) > —S y como también se tiene por Y que T+—(—P-P), por R 1 
tenemos TF —S. De las observaciones que preceden se sigue que 
para cualquier cwff S, o S pertenece a T O —S pertenece a T. 


Para mostrar que las fórmulas de T y, por tanto, ciertamente 
también las de A, se pueden satisfacer en forma simultánea, to- 
mamos como nuestro modelo el conjunto 1 de todas las constantes 
individuales de RS,* consideradas como individuos. Estas son todas 
las constantes individuales de RS,, a, b, Cc, a,, b,, C,, dz, b,, Co, ..., 
junto con todos los símbolos u,, uz, Us, Us, . - . Nuestra interpretación 
de las cwff de T consiste en las siguientes asignaciones de signi- 
ficados: 


1. A cada símbolo proposicional de RS,* asignamos el valor de 
verdad T, si pertenece a I;de otra manera se le asigna el valor 
de verdad F. 


2. A cada constante individual de RS,* (considerada como un 
símbolo en un sistema interpretado) le asignamos la misma (con- 
siderada como un individuo que pertenece al modelo 1). No hay 
variables individuales libres en ninguna wff de T pues todas son 
fórmulas bien formadas cerradas; en consecuencia, no se les presta 
ninguna atención aquí. 


Completud de RS, 329 


3. A cada símbolo de predicado P” asignamos la relación n-ádica 
(o atributo si n = 1) entre n individuos de I, de que tener sus nom- 
bres, propiamente encerrados entre paréntesis, adjuntados en ese 
orden a P”, constituya una cwff de T. 


La interpretación se completa y se hace normal agregando las con- 
diciones 

a. Cualquier cwff —S tiene asignado el valor de verdad T o F 
según que la cwff S tenga asignado el valor F o T. 

b. Cualquier cwff X-Y tiene asignado el valor de verdad T si 
tanto X como Y tienen asignado el valor de verdad 'T; de otro modo 
se le asigna el valor F. 

c. Cualquier cwff (x)R tiene asignado el valor T si se asigna el 
valor T a todo resultado de reemplazar todas las ocurrencias libres 
de x en R por una constante individual de RS,*; de otra forma se le 
asigna F. 

d. Toda cuwff P”(a,, 4;,..., dr) tiene asignado el valor de verdad 
T si los elementos del modelo que se asignan a 4,, d;,..., 4, en 
ese orden, se encuentran en la relación n-ádica asignada a P”; de 
otro modo se le asigna F. 


Ahora podemos probar que todas las wff de TI están satisfechas 
en esta interpretación. Lo que se va a probar es el resultado más 
fuerte de que toda cwff S de RS,” tiene asignado el valor de verdad 
T o F según que $ pertenezca o no pertenezca a TI. Nuestra prueba 
es por inducción fuerte sobre el número de símbolos en S contando 
cada símbolo proposicional, cada cwff de la forma P”(a,, Az, ... , an), 
cada cuantificador universal (x), y cada ocurrencia de - y — como 
un símbolo. 


a) En el caso n = 1, S o es un símbolo proposicional o una cwff 
de la forma P”(a,, a2,...,an). Si S es un símbolo proposicional, 
por el párrafo 1 de la asignación original de significados, S tiene 
asignado el valor de verdad T o F según que esté o no esté contenida 
en T. Si S es la cuff P"(a,, 4», ..., Gn), entonces por el párrafo 3 y 
la condición d, S tiene asignado el valor de verdad T o F según que 
esté o no esté contenida en T. 


B) Aquí se supone que toda cwff de RS,* que contiene menos 
de k símbolos tiene asignado el valor de verdad T o F según que 
esté o no esté contenida en Tr. Ahora consideramos cualquier cuwff 
S de RS,* que exactamente contenga k símbolos. S debe ser o —W 
oXY o (MR. 


Caso 1. Ses -W. Si —W está en T, entonces, dado que TI es 
un conjunto consistente maximal, W no está en T. Aquí, por la 
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hipótesis del caso f£, como W contiene menos de k símbolos, W tie- 
ne asignado el valor de verdad F. Por la condición a, —W debe tener 
asignado el valor T. Luego, si S está en r, tiene asignado el valor 
de verdad T. Si —W no está en TI, entonces W está en T. Aquí W 
tiene asignado T, de modo que —W debe tener asignado F. Luego, 
si S no está en TI, se le asigna el valor de verdad F. 

Caso 2. Ses XY. Si X-Y está en T, entonces por HD Ir EX y Tr 
- Y, de modo que X y Y ambas están en T. Dado que cada una 
contiene menos de k símbolos, por la hipótesis del caso f£ ambas 
tienen asignado el valor T y por la condición b, también lo tiene 
asignado S. Si X-Y no está en T entonces no ocurre que ambas, X 
y Y puedan estar en T (porque si lo estuvieran, entonces por Y T 
+ X-Y y X"Y debería estar contenida en 1), de modo que no tienen 
asignado el valor T, las fórmulas X y Y, a la vez, y por la condición 
b, S tiene asignado el valor de verdad F. 

Caso 3. Ses (x)R. Si (x)R está en TI, entonces, si Q es resul- 
tado de la sustitución de todas las ocurrencias libres de x en R por 
una constante individual, F (x)R>Q por P5, y por R1l, rHQ. 
Dado que T es un conjunto consistente maximal, toda Q semejante 
está contenida en T y dado que cada una de ellas contiene menos 
de k símbolos, todas tienen asignado el valor de verdad T por la hi- 
pótesis del caso f£ y por la condición c, (x)R tiene asignado también 
T. Luego, si (x)R está en T, tiene asignado el valor T. Si (x)R no 
está en T, entonces T + —(x)R, que por el Teo. 7 y la Regla de Re- 
emplazo es P F(3x)—R. Dado que T es un conjunto consistente 
maximal debe contener (3:x)—R. Pero (3Ix)-—R es una cuwff de 
RS,* que comienza con un cuantificador existencial y luego la 
fórmula (3x)-R O —R* debe haber sido agregada a algún Aj., 
para formar A;, donde —R* es el resultado de reemplazar todas las 
ocurrencias libres de x en —R por u; . Dado que la cwff (3x)- 
RO R* pertenece a algún A; tal debe pertenecer a T. Luego, por 
R1, TF-R*, así que —R* pertenece a T también. Como T es con- 
sistente, R* no pertenece a T y como contiene menos de k símbo- 
los, por la hipótesis del caso f se le asigna el valor de verdad F. 
Luego por la condición c, (x)R tiene asignado el valor de verdad F. 

Con esto se completa la inducción y prueba que todas las fórmu- 
les de T y luego todas las de A, se satisfacen simultáneamente. El 


Metateorema X con la discusión que le precedía completa nuestra 
prueba de 


METATEOREMA XI. RS, es completo. 


En la sección precedente mostramos que RS, es lógicamente equi- 
valente a las técnicas de deducción natural desarrolladas en el Cap. 
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4, Así, nuestra prueba del Metateorema XI convalida lo dicho al final 
del Cap. 4, a saber, que las técnicas de deducción natural que allí 
se desarrollaron “permiten la demostración de todas las proposicio- 
nes lógicamente verdaderas construidas utilizando los conectores de 
función de verdad y cuantificaciones de variables individuales”. 


9.7. RSi con Identidad 


Obtenemos un cálculo de primer orden con identidad agregando 
a RS, un nuevo símbolo de relación binaria la constante predicativa 
“P” y axiomas adicionales respecto al nuevo símbolo para imponerle 
las condiciones que sirvan para caracterizar la identidad. Nuestra 
expresión del metalenguaje para las wff que contienen el nuevo 
símbolo de identidad, a saber “P(xy)” será “x — y”. Aunque es cos- 
tumbre usar dos o más axiomas especiales o esquemas de axiomas 
para la identidad, es suficiente un solo esquerna de axioma.* Este es 


P 6. (9 (Fy = Gola = y Fx]) 
De este nuevo postulado junto con los otros postulados, reglas, teo- 
remas, reglas derivadas y metateoremas de RS, con que ya contamos, 


podemos deducir los siguientes resultados concernientes a la iden- 
tidad. 


TEOREMA 1-1: E y)*Fx] > Fy 


Prueba: (x= y) Fx (y(Fy = Gata = y): Fx]) P6 
(x = y) e )*Fx] DR 7 
(x = y) Fx + (dao l[x = y) Fx] O Fy 1 
(1 = y)" Fxb lx = y) Fx premisa 
(x= y) Fx+ (Ja)l(x = y)" Fx] DR $ 
(x= y) Fx+ Fy R 1 
Fl(x = y +*Fx] > Fy D.T. 


TEOREMA 1-2: +y=Y 


Prueba: Empezamos con una instancia de P 6 en la cual 
“Eg es (a = y): 


(Dily = y) = Alla = y) (x = y) P6 

—(y = y) = Ax) l(x = y): (a = y) DR 7 

(y = y) = —Aulír = y) (x = y)] 6) 

—l(x = y) (x = y) 0) 

(la = y) —(x = y)] R 2 

dla = Y: =9)] Teo. 8 £ R.R. 
y=y (0) 


2% La idea de usar este esquema de axioma la acredita W. V. O. Quine a Hao Wang 
Set Theory and Its Logic, Cambridge, Mass., 1963, Pág. 13. 
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Los Teoremas I-1 y 1-2 son los axiomas usuales para la identidad. 
TEOREMA 1-3: + (yla = y) > (y = x) 


Prueba: Empezamos con una instancia del Teo. I-1 en la que 
Ez is G=x: 


[(a = lx =x)] > (y = x) Teo. L-1 
1= 1) > [(x = y) > (y = 9) a 
x*=x Teo. 1-2 
(x = )9 (y = x) RI 
(y) lx = y) > (y =x) R 2 
(yla = y) > (y = 1) R 2 


TEOREMA 1-4: E(Ayi le = y (y = 3]] > (x= 2) 


Prueba: Empezamos con una instancia del Teo. I--1 en la que 
“Ey es ly = 2) 


[lx = y: (a = 2] D y = 2) Teo. 1-1 
(x= y) > [dx =2) > (y = 2)] O 
(x= y) > [ly =2) > (x= 2)] BO 
[lx = y (y = 2] > (1 =2) Sd 
(Ma = y) (y = 2] > (1 =2) R 2 
alla =y ly = 21 > (1 ==) R 2 
ala = y (y = 3] > (1 = 2) R 2 
TEOREMA 1-5: Hxa=y=(y=3) 

Prueba: (wi = y) > (y= 3) Teo. 1-3 
(W)[ = y) > (y ==] DR 7 
(1=Y>(y=x) DR 7 
(la = 3 > (E =3x] DR 9 
wilo=23>6= ww) DR 9 
(dlly =x) > (a =y)] DR 7 
(y => (1=y) DR 7 
[lx = y) > (y = 2) [(y =x) > (x = y)] a) 
(x= y) = (y = x) 


Los cuatro “Principios de Identidad” dados en la Sec. 5.4 pueden 
establecerse aquí como reglas derivadas de inferencia. 
DREl x=yFy=x 


Prueba: x= y premisa 
y=x Teo. 1-5 á RAR. 
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DR 1-2. Fx, y = xt Fy 


Prueba: y=x premisa 
x=y DR 1-1 
Fx premisa 
lx = y)" Fx 0) 
[(x = y)*Fx] D Fy Teo. 1-1 
Fy R 1 


DR 123. Fx, —Fyh-(y=x) 


Prueba: [(x = y)*Fx] > Fy Teo, 1-1 
(x= y) D (Fx > Fy) O) 
Fx premisa 
—Fy premisa 
=(Fx D Fy) O 
lx = y) 2 
(y = x) Teo. 1-5  R.R. 


Ss requiere un sistema logístico más complicado para la forma- 
lización de los principios lógicos involucrados en la valoración de 
argumentos que conciernen a los atributos de atributos o de relacio- 
nes, o relaciones entre atributos y relaciones o las nociones de todos 
o algunos atributos o relaciones. Estos sistemas logísticos por lo ge- 
neral se llaman cálculos funcionales extendidos, y si son consistentes, 
puede demostrarse que son incompletos.? Pero estas partes más 
avanzadas de la lógica simbólica rebasan los límites del presente 
libro. 


2 Probado por Kurt Cidel en “Uber formal unentscheidbare Sítze der Principla Ma- 
thematica und verwandter Systeme”. Monatshefte fíir Mathematik und Physik, Vol. 38 
(1931), Págs. 173-198. Puede verse una traducción en “From Frege to Gódel, A Source 
Book in Mathematical Logic, 1879-1931 Ed. Jean Van Heijenoort, Cambridge, Mass., 
1967, Págs. 596-6816. Para una exposición informal de la prueba de Gódel, por Ernest 
Nagel y James R. Newman, puede verse Contemporary Readings in Logical Theory, editado 
por 1. M. Copi y J. A. Gould, Nueva York y Londres, The Macmillan Company, 1967, Págs. 
51-71. 


APENDICE 


Formas Normales 
y Expansiones Booleanas 


En este apéndice desarrollamos un método alternativo para re- 
conocer los argumentos válidos de función de verdad. Dada una forma 
de enunciado complicada, con frecuencia se puede encontrar una 
más simple, equivalente a ella, a la cual es posible “reducir” la 
forma dada por medio de operaciones algebraicas. Al tratar de 
la lógica de los enunciados compuestos y de las formas de enun- 
ciados desde el punto de vista algebraico, es conveniente usar una 
notación diferente para la negación, Aquí simbolizamos la negación 
de una expresión poniendo una barra horizontal arriba de la misma. 
En esta notación las verdades familiares de De Morgan se simbo- 
lizan como p-q=(PvV4) y DVG=(DB:G). Todas las formas aquí 
tratadas son de función de verdad, de modo que su calidad de tauto- 
lógicas, contradictorias o contingentes permanece inalterada cuando 
se reemplaza cualquier parte de las mismas por una expresión equi- 
valente a la parte reemplazada, Así, p vfÚ es una tautología y sigue 
siéndolo al reemplazar p por $P, pues p y P son lógicamente equiva- 
lentes por el principio de la Doble Negación. 

Dado que p-(q-7) y (Pp: q)-rT son lógicamente equivalentes se les 
puede indiferentemente escribir como p-q-7. De modo semejante, 
pv(gvr) y (pvg) vr se pueden escribir como p vq vr. Las equi- 
valencias lógicas involucradas son los principios de Asociación. El 
convenio de quitar los paréntesis innecesarios nos permite hacer 
enunciados generalizados de los Teoremas de De Morgan que son 


PP Pa PA = (PV P2VP3V-. V Pp) Y IP Vp2VPaV---VPn=(P1 "Pe 
Pa"... Pa) Las dos tautologías [p-(q v 1] = [(p-9) v (pnl y [py (q:1)] 
= [(p v q)*(p v »)] son principios de Distribución. Los principios de Distri- 
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bución generalizados se pueden expresar como 
[p"(q, v q2 v.--v qu) = l(p*g1) v (p*92) v --- v(p"qn)] 


[p v (q1*2* ---* q.) =p Y q)*(p v q2)* >. *(p Y qn) 
Suelen usarse las letras griegas mayúsculas pi y sigma para 
expresar los productos lógicos generalizados (las conjunciones) y 
las sumas lógicas generalizadas (las disyunciones). Definimos 


TI p; = dE (p,"pa" --- “Pr) 
i-1 


n 


Pi = dElp, V pa V +++ vpn) 


i=1 
Dadas estas notaciones podemos expresar nuestros teoremas de 
De Morgan generalizados como 


Ilrm=>3» y >»=II»p: 
1-1 i=1 íi-=1 


i=1 


y los principios de Distribución generalizados como 
n n n n . 
r>Na=> pra y pvIla=Ilw 0 
¿1 ií=1 1í=1 i=1 


Es conveniente tener otros cuatro principios de equivalencia ló 
gica disponibles para los propósitos de la manipulación y la trans- 
formación algebraicas. Primero, los principios de Conmutación, ex- 
presados como 


(pd=1("p) Y (pva)=(qvp) 
En segundo lugar, los principios de Tautología, los cuales, enun- 
ciados como 


p=(pvp) Y p=(p"p) 
nos aseguran que cualquier enunciado, dondequiera que ocurra, es 
reemplazable por la disyunción (conjunción) cuyos disyuntos (con- 
juntos) son ambos el mismo enunciado dado, y viceversa. Tercero, 
el principio de que cualquier enunciado p es lógicamente equiva- 
lente a la conjunción del mismo enunciado con una tautología 
cualquiera de la forma q v 4, esto es 


p=[p (q vq) 
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Nuestro cuarto y último principio es la equivalencia lógica 


p=lpY (q) 
que nos permite intercambiar p y p v (q: q) dondequiera que apa- 
rezca uno de ellos, 
Es claro que haciendo un llamado a las equivalencias definitorias 


Pod=bPbvd y L=YJ=lpwv(prg)l 

es siempre posible eliminar los condicionales y bicondicionales ma- 
teriales en favor de, o que se les puede expresar en términos de, 
conjunciones, disyunciones y negaciones. Aún más, por aplicaciones 
reiteradas de los Teoremas de De Morgan y la Doble Negación es 
posible reemplazar cualquier forma por una forma lógicamente equi- 
valente en la cual no haya signo de negación aplicado a una parte 
compuesta. Así 


pq vr)(s* 0] 
usando repetidamente los principios de De Morgan y la Doble Ne- 
gación se transforma como aparece a continuación: 


pr liq vr) v(svt)] 
pviqgvr)v(svt)] 
que por el principio de Asociación se convierte en, 
pvaqvrvsvt 
en donde el símbolo de negación sólo se aplica a las variables q y s. 
El principio de Distribución nos permite cambiar cualquier forma 
dada en una forma equivalente en la que ocurren símbolos de 
conjunción —en caso de haberlos— sólo entre variables o sus nega- 
ciones, o entonces en una forma equivalente diferente en la que los 


signos de disyunción sólo ocurren entre variables aisladas o sus 
negaciones. Así, la expresión 


(1) (p v q)(r vs) 


en la que el signo de conjunción ocurre entre disyunciones, por 
usos repetidos de los principios de Distribución, Conmutación, y de 
Asociación, se reduce a 


(2) (por) v (qur) v (p+s) v (q:s) 
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en la que los símbolos de conjunción conectan solamente variables 
aisladas. Y la expresión 


(3) (pq) v (rs) 


en la que el símbolo de disyunción ocurre entre conjunciones se 
reduce por aplicaciones repetidas de las otras partes de los princi- 
pios de Distribución, Conmutación y Asociación a 


(4) (p vr) q ur) tp vs) (q y s) 


en la que los símbolos de disyunción sólo conectan variables aisladas. 

Se pueden definir dos “formas normales”. Una forma sentencial 
está en forma normal conjuntiva cuando, además de las variables 
sentenciales no contiene más signos que los de conjunción, disyun- 
ción y negación; los signos de negación se aplican sólo a variables 
aisladas y ningún disyunto es una conjunción, es decir, que los 
símbolos de disyunción sólo aparecen entre las variables aisladas o 
sus negaciones, Luego, (1) y (4) de antes están en forma normal 
conjuntiva. Una forma sentencial está en forma normal disyuntiva 
cuando, además de las variables sentenciales no contiene sino sím- 
bolos de conjunción, disyunción y negación; los símbolos de nega- 
ción sólo ocurren entre variables aisladas y ningún conyunto es una 
disyunción, esto es, los símbolos de conjunción sólo ocurren entre 
variables o sus negaciones. Así (2) y (3) escritas antes están en 
forma normal disyuntiva. 

Examinemos la forma moderadamente complicada (p > 7) > 
(p = 7) para ver qué es lo que se gana en perspicacia al reducirla 
a la forma normal disyuntiva. Al reemplazar los símbolos de im- 
plicación material por sus definiciones, la expresión inicial se reduce 
primero a 

(pv3)>(p=3) 


y después a 


Provip=J) 
Reemplazando el símbolo de equivalencia material por su definición, 
obtenemos 


Pr v lp q) v(p:3) 
Aplicando el principio de De Morgan obtenemos 


Porlier) 
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que por los principios de Doble Negación y de Asociación viene a ser 


(Pp ví(p:3)v (pg) 


Aunque se encuentra ya en forma normal disyuntiva, puede sim- 
plificársele aún más por medio de las siguientes transformaciones. 
Primero, aplicamos el principio de Tautología para reemplazar el 
primer disyunto por su “doble” obteniendo 


(pd vip:g)v (pq) v (pg) 
Después, rearreglamos los términos por simple intercambio de los 
disyuntos segundo y tercero para obtener 
ip) vip:9) v (pg) v (pg) 
Usando el principio de Distribución sobre el primer par de disyuntos, 
obtenemos 
[p(q y q) v (pq) v (pg) 
y usando el mismo a la vez que la Conmutación sobre los dos disyun- 
tos de la derecha obtenemos 
[p"(q v q) v lp v p)"gl 


Ahora por el principio de que la conjunción de cualquier enunciado 
p con una tautología de la forma q vq es lógicamente equivalente 
al enunciado mismo, primero se obtiene 


py [(p vp)*g) 
y por último 
pvq 

que es lógicamente equivalente a, pero mucho más simple que la 
forma de que partimos.!' 

El término “forma normal” algunas veces se reserva para tipos 
más específicos de expresiones. Estos tipos más específicos también se 
llaman “Expansiones Booleanas” o “Formas Normales Booleanas” en 


honor del lógico británico George Boole (1815-1864). Una forma 
sentencial que contenga las variables p, q, r,... se dice que está 


2 Claude E, Shannon hizo una aplicación de las formas normales a los circuitos eléc- 
tricos (representando la conexión en paralelo por “v” y la conexión en serie por “.”), 
“A Symbolic Analysis of Relay and Switching Circuits”, Transactions of The American 
Institute of Electrical Engineers, Vol. 37 (1938). Págs. 713-723. 

En el artículo de John E. Pfeiffer “Symbolic Logic”, en Scientific American, Vol. 183, 
No, 6 (diciembre de 1950) se puede encontrar una exposición informal de ésta y muchas 
otras aplicaciones interesantes. Véase también “Logic Machines” por Martin Gardner, 
Scientific American, Vol. 186, No. 3 (marzo de 1952). 
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en forma mormal booleana disyuntiva, o que es una Expansión 
Booleana Disyuntiva siempre que esté en forma normal disyuntiva, 
o que cada disyunto tenga exactamente una ocurrencia de cada varia- 
ble (o la variable o su negación ), las variables aparezcan en orden 
alfabético en cada disyunto y no haya dos disyuntos iguales. La 
Expansión Booleana disyuntiva de p v q se forma al reemplazar, pri- 
mero, la variable p por p-(qv4G) y q por (pvbP)-:q para obtener 
la expresión equivalente p*(q vq) v(pvp)"9, y después usando las 
reglas de Distribución y Asociación para obtener (p*q) v(p*F)v (pq) Y 
($*q), y, finalmente, cancelando las repeticiones del mismo conjunto 
para obtener por la reglas de Conmutación y Tautología, lo que da 
(rd v(pq)v(p:q) La Expansión Booleana disyuntiva de cualquier 
forma sentencial contradictoria puede obtenerse por el mismo mé- 
todo general. 

Una forma sentencial que contega las variables p, q, Tr, ... se 
dice que está en forma normal booleana conyuntiva o que es una 
Expansión Booleana conyuntiva, a condición de que esté en forma 
normal conjuntiva, cada conjunto contenga exactamente una ocu- 
rrencia de cada variable (ya sea la variable, ya sea su negación), 
las variables ocurran en orden alfabético en cada conjunto y no 
haya dos conjuntos iguales. La Expansión Booleana conjuntiva de 
p-q se forma al reemplazar, primero, p por pv(q- 9) y q por 
(p - p) vq para obtener [p v (q-3)]:[(p*p) v 9], luego usando las reglas de 
Distribución y de Asociación para obtener (p v q)-(p v q)*(p v q)*(p v 9), 
y por último cancelando las repeticiones del mismo conjunto por las 
reglas de Conmutación y Tautología lo que da como resultado 
(pv q) (pvdG)(p vq). La Expansión Booleana conjuntiva de cualquier 
forma sentencial no tautológica se obtiene con facilidad por el mismo 
método general y puede usarse para decidir si la forma original es 
contradictoria. 

Cualquier Expansión Booleana conjuntiva que contenga n varia- 
bles y 2” conjuntos es reducible a una contradicción explícita. Así, 
la Expansión Booleana conjuntiva (p v 9)*(p v 7)*(p v q)-(p v q) es equi- 
valente, por la regla de Distribución, a lp v(9-71:[Pv(9:l. que es 
equivalente a la contradicción explícita p- p. Es igualmente obvio 
que la Expansión Booleana conjuntiva de cualquier contradicción 
contendrá 2" conjuntos si involucra n variables. Luego, la regla ge- 
neral es que cualquier forma sentencial que contenga n variables es 
contradictoria si y sólo si tiene una Expansión Booleana conjuntiva 
que contiene 2” enunciados conjuntos. 

La negación de una Expansión Booleana conjuntiva puede redu- 
cirse, mediante aplicaciones reiteradas del Teorema de De Morgan 
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y la Doble Negación a una Expansión Booleana disyuntiva lógica- 
mente equivalente que contiene las mismas variables, y el número 
de sus disyuntos es igual al número de conjuntos de la Expansión 
Booleana conjuntiva original. Luego la Expansión Booleana conjun- 
tiva (pvq vr) (pvgvr)(pvgqvr) tiene como negación (p vq vr (pvg 
vr)(p vq v m que es lógicamente equivalente a la Expansión Booleana 
disyuntiva (p*q*F) v(p-q+r) v (p"q*7). Dado que la negación de una con- 
tradicción es una tautología y una Expansión Booleana conjuntiva 
que contiene n variables es una contradicción si y sólo si contiene 
2” conjuntos, se sigue que una Expansión Booleana disyuntiva que 
contiene n variables es una tautología si y sólo si contiene 2" 
disyuntos, 


El hecho de que una Expansión Booleana disyuntiva tal debe 
ser tautológica puede verse, tal vez más claramente, gracias a las 
siguientes consideraciones. En primer lugar, como sólo nos con- 
ciernen los enunciados compuestos función de verdad, hablar de 
sustituir enunciados por las variables sentenciales de una forma 
es equivalente a hablar de una asignación de valores de verdad a 
las variables de esa forma. Ahora, así como cada renglón de una ta- 
bla de verdad con nh columnas iniciales o guía representa una 
asignación diferente de valores de verdad, a las n variables sen- 
tenciales involucradas, así también cada uno de los disyuntos 
de una Expansión Booleana representa una asignación diferen- 
te de valores de verdad a las variables que contienen. Y así como 
2” renglones de una tabla de verdad con n columnas iniciales o 
columnas guía representan todas las asignaciones posibles de va- 
lores de verdad a sus variables, así los 2” disyuntos de una Expan- 
sión Booleana disyuntiva representan todas las asignaciones posibles 
de valores de verdad a sus variables, Dado que los 2” disyuntos re- 
presentan todas las asignaciones posibles de valores de verdad a 
sus variables, al menos uno de ellos debe ser verdadero, Y como 
sólo afirma que uno de los disyuntos es verdadero, cualquier Expan- 
sión Booleana disyuntiva que contiene n variables y 2” disyuntos 
es tautológica. Esto se aclara de manera un tanto diferente en la 
Sec. 7.6 y de nuevo en la Sec. 8.2. 

Se indicó en el Cap. 2 que un argumento de función de verdad 
es válido si y sólo si su enunciado condicional correspondiente (cuyo 
antecedente es la conjunción de las premisas del argumento y cuyo 
consecuente es la conclusión del argumento), es una tautología. 
Como el contar el número de disyuntos de su Expansión Booleana 
disyuntiva nos permite decidir si una forma dada es o no es 
una tautología, esto nos proporciona un método alternativo para 
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decidir la validez de los argumentos. Así, la forma de argumento 
PVY49, —Pp-.q se prueba que es válida construyendo la Expansión 
Booleana disyuntiva de su correspondiente condicional [(p v q) : Pl] 
> q y observando que el número de sus disyuntos es 2”. 

Como la negación de una tautología es una contradicción, un 
argumento es válido si y sólo si la negación de su correspondiente 
condicional es una contradicción. Luego, otro método para decidir 
la validez de un argumento es formar la Expansión Booleana con- 
juntiva de la negación de su correspondiente condicional y contar 
el número de sus conjuntos. Si contiene rn variables distintas y tiene 
2” conjuntos, entonces el argumento es válido; de otra manera, es 
inválido, 


EJERCICIOS 


Para cada una de las siguientes, encontrar una equivalente tan simple 
como sea posible: 


L pvíq:p) pg v (qe vip ver 

"2. pvíp*g) Tp (p > [qq > m1) 

3.4 pvg) 8. pvíp > lq v(g > r)) 

4. pipvg) pr O (pOr! 
5 pr ig vr) up vr) *10. (p:9) lp >) > (p9)] 


1 (pig v Bl) e po ro PDA O Pr 
prado v(Bgn 


APENDICE 


El Algebra de Clases 


Los cuatro tipos tradicionales de proposiciones sujeto-predicado 
que se discutieron en la Sec, 4.1 pueden entenderse con respecto a 
clases. En esta interpretación, tales proposiciones categóricas (como 
tradicionalmente se las ha llamado) se entienden como afirmacio- 
nes de que una clase está incluida en otra, en forma total o parcial. 
Así, la proposición A “Todos los humanos son mortales” se toma 
como afirmación de que toda la clase de los humanos está contenida 
en la clase de los seres mortales, y la proposición I “Algunos huma- 
nos son mortales” afirma que una parte de la clase de los humanos 
está incluida en la clase de los mortales. Sus negaciones respec- 
tivas, las proposiciones de tipos O y E, simplemente niegan estas 
inclusiones, 

En la interpretación en clases de las proposiciones categóricas, 
tanto el término sujeto como el término predicado designan clases, 
donde una clase es cualquier colección de objetos distintos. Al tra- 
tar de las clases, permitimos una que no contiene miembros, en 
absoluto, y que después discutiremos. En este apéndice se usarán 
las minúsculas del alfabeto griego para designar las clases. Dadas las 
clases «a, f, y, ... es posible, en términos de ellas, definir otras 
clases, Así, podemos definir la clase de todos los objetos que perte- 
necen a« 0 af; esta clase formada al reunir a y f es llamada la 
suma o unión de a y f, y se le simboliza como “« U f”. Y podemos 
definir la clase de todos los objetos que pertenecen a ambas clases 
a y f; esta clase formada por la multiplicación de a« y f es llamada 
el producto o intersección de a y £, y a veces se le simboliza como 
“e N f”, a menudo simplemente como “af”. Dada cualquier clase 
a, podemos definir el complemento de a« simbolizado como “a”, como 
la clase de todos los objetos que no pertenecen a «. 

Muchos enunciados respecto a las clases pueden formularse 
usando el signo ordinario de igualdad: “a = f” afirma que todos 
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los miembros de a, si tiene, son también elementos de £8, y to- 
dos los miembros de f£, si tiene elementos, también pertenecen a 
o. Muchas de las propiedades de la suma, el producto y el com- 
Plemento de clases pueden expresarse por medio de ecuaciones. Es 
claro, por ejemplo, que las operaciones de formar la suma y el 
producto de dos clases son conmutativas: simbólicamente, tenemos 


(aAULB=(BUA) y aB=Ba 
Son asociativas también: 


(AUBUYy=aU(BUY) y  (aB)y =a(By) 


También valen dos principios de distribución para suma y pro- 
ducto de clases. Cualquier objeto que pertenece a « o a ambos £ 
y y debe pertenecer a « O a £ y también debe pertenecer a « O 
a y, y recíprocamente. En otras palabras, para las clases, la adi- 
ción es distributiva con respecto a la multiplicación, lo que podemos 
escribir simbólicamente como 


a U (By) = (a U Bla U y) 


Además, cualquier objeto que pertenezca a « y a $ O y, debe perte- 
necer tanto a « y f8 simultáneamente como a « y y. Para las clases, 
entonces, la multiplicación es distributiva respecto a la adición, lo 
que simbólicamente expresamos como 


af U y) =aB U ay 


Dos principios que se asemejan al principio de tautología para 
enunciados (véase la Pág. 336) son consecuencias inmediatas de 
las definiciones de suma y producto de clases: 


a=aUR y a=0aQ 


Otra consecuencia inmediata de aquellas definiciones es la llamada 
Ley de Absorción: 


a=aUaB 


Volviendo ahora a la noción de complemento de una clase, dado 
que cualquier cosa pertenece a una clase dada si y sólo si no perte- 
nece a la clase de todas las cosas que no pertenecen a la clase 
dada, el complemento del complemento de una clase, es la cla- 
se misma. Así, tenemos una especie de regla de la doble de la 
negación respecto a la complementación, que en símbolos se puede 
expresar como 


El Algebra de Clases 345 


Un objeto que no pertenece a la suma de dos clases no pertenece a 
ninguna de ellas y, por tanto, debe pertenecer a los complementos 
de ambas clases. Y un objeto que no pertenece al producto de dos 
clases debe pertenecer al complemento de alguna de las dos clases, 
por lo menos. Estas dos proposiciones y sus recíprocas, que también 
son verdaderas, pueden expresarse simbólicamente como 


aUB=aB y aB=xUfA 

que son versiones de los teoremas de De Morgan aplicados a las 
clases. 

Dos clases especiales son la clase vacía, que no tiene miembros, 
y la clase universal, a la que todos los miembros pertenecen. La clase 
vacía se simboliza a veces como “0” (a veces como “A”) y la 
clase universal se simboliza como “1” (a veces como “V”). Queda 
claro que la clase vacía es el complemento de la clase universal: 


1=0 
Las dos ecuaciones siguientes son consecuencias inmediatas de las 
definiciones precedentes: 


aUa=1 y 0ua=0 
Otras consecuencias inmediatas son éstas: 
aU0=a,al=a,a0 =0, y aUl=]1l 


Fácilmente se muestra que cualquier clase puede designarse 
por medio de una infinidad de expresiones de clases diferentes. Así, 


« » 


la clase designada con “a” también puede designarse con “a(f UB)” 
(dado que BUB=1 y e 1=a) y con “[e(8 U B)l(y U y)”, etc. 
Por esta “Ley de Expansión” siempre podemos introducir cualquier 
símbolo de clase que se elija para una expresión de clase dada, de 
modo que las expresiones de clase original y expandida designen 
la misma clase. 

Por el principio de distribución, la clase «(f U A) es la misma 
que la clase ag U a8. Para mejor describir la forma de la última 
expresión, usemos la frase “término simple de clases” en referencia 
a los símbolos “a”, “B”, “y”, ..., en contraste con otras expresiones 
de clases como las sumas y los productos. Ahora podemos describir 
la expresión “af U af” como una suma de productos distintos, de 
modo que en cada producto sólo aparecen términos simples o sus 
complementos y tal que cada término simple que aparece en cual- 
quier lugar de la expresión aparece exactamente una vez en cada 
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producto. Cualquier expresión tal se dice que es una Expansión 
Booleana disyuntiva o forma normal booleana.* Por medio de las 
ecuaciones que hasta aquí se han presentado cualquier expresión 
de clases puede transformarse en una Expansión Booleana disyuntiva 
que designa la misma clase. Así a(a« U f) es igual, por el Teorema 
de De Morgan, a a U (Uf) que a su vez y de nuevo por el Teo- 
rema de De Morgan es igual a z U «f que por la doble negación 
es igual a a U «ef que por expansión es igual a «(8 U B) U af que 
por distribución es igual a la Expansión Booleana disyuntiva ab U 
af U af. (Nuestro principio de asociación, (+ UPB)Uy=a2U (8 
U y), nos permite quitar paréntesis y escribir simplemente cual- 
quiera de ellas como « UBU y. 

Cualquier clase dividirá a la clase universal en dos subdivisiones 
o subclases que son mutuamente exclusivas y conjuntamente exhaus- 
tivas. Es decir, para cualquier clase a: 1 = «a U a y au = 0. Dos clases 
cualesquiera dividirán la clase universal en cuatro subclases que son 
exclusivas y exhaustivas. Esto es, para cualesquier clases a y 8, se 
tiene: 1=aBU«ABUaB UAB y el producto de dos cualesquiera 
de estas cuatro es la clase vacía. De modo semejante, n clases cua- 
lesquiera dividirán a la clase universal en 2" subclases que son ex- 
clusivas y exhaustivas. La expresión de clases que simboliza a una 
división tal de la clase universal, habrá que observarlo, es una Ex- 
pansión Booleana disyuntiva. Una Expansión Booleana disyuntiva 
que contiene n términos de clases simples diferentes designa la clase 
universal si es la suma de 2” productos distintos (donde una mera 
diferencia en el orden de sus términos no hace distintos a dos produc- 
tos). Las Expansiones Booleanas disyuntivas nos proporcionan así 
un método para decidir si una expresión de clase designa la clase 
universal, independientemente de cuáles sean las clases que designan 
los términos de clase simples que contiene. Dada cualquier expre- 
sión de clase, sólo necesitamos construir su Expansión Booleana 
disyuntiva y contar el número de productos de los cuales es la suma. 

Una Expansión Booleana conjuntiva es un. producto de sumas 
distintas de términos de clases simples o sus complementos, para 
la cual cualquier término simple de clases que aparezca en cualquier 
lugar de la expresión ocurrirá exactamente una vez en cada suma. 
Por el Teorema de De Morgan y las otras equivalencias ya mencio- 
nadas, el complemento de cualquier Expansión Booleana disyuntiva 
puede transformarse en una Expansión Booleana conjuntiva que 
involucra los mismos términos de clase simples y que es el producto 


1 Comparar con las Expansiones Booleanas para enunciados discutidas en el Apén- 
dice A. 
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de un número de sumandos igual al número de productos de los 
que es la suma la Expansión Booleana disyuntiva. Dado que el com- 
plemento de 1 es O, una Expansión Booleana conjuntiva que con- 
tenga n términos de clase diferentes designa la clase vacía si es el 
producto de 2” sumas distintas. Así, tenemos un método para decidir 
si una expresión de clases designa la clase vacía sin atención a 
cuáles sean las clases designadas por los términos de clases simples 
que contiene o si no designa la clase vacía. 

Las notaciones introducidas hasta aquí permiten la simboliza- 
ción de las proposiciones sujeto-predicado de tipos A y E. La propo- 
sición E: Ningún « es f£ afirma que las clases « y £ no tienen miem- 
bros en común, lo que significa que su producto es vacío. La 
proposición de tipo E se simboliza entonces como: 


ab =0 
La proposición A: Todo « es f, afirma que no hay nada que perte- 
nezca a « pero no a $, lo que significa que el producto de a con el 


complemento de f es vacío. La proposición A se simboliza entonces 
como 


aB=0 


Para simbolizar las proposiciones categóricas 1 y O debemos in- 
troducir el signo de desigualdad “4” donde “« + f” afirma que O « 
contiene un objeto que no pertenece a £ o £ contiene un objeto 
que no es un miembro de a. La proposición I: Algún « es 8 afirma que 
hay al menos un miembro de «e que es un miembro de £, esto es, que el 
producto de « y f£ no es vacío. En símbolos, la proposición I aparece 
como 


aBrío0 
La proposición O: Algún « no es £, afirma que hay cuando menos un 
miembro de « que no es miembro de f£, es decir, que el producto 
de a y £ no es vacío. En símbolos, la proposición O se expresa como 


aBroO 
Al formularlas en la notación de clases es completamente obvio que 


las proposiciones A y O son contradictorias como lo son las proposi- 
ciones E e I. 


Algunas de las “inferencias inmediatas” tradicionales que invo- 
lucran proposiciones categóricas están ya contenidas en la notación 
del álgebra de clases. Así, cada proposición tiene la misma simboh- 
zación que su obversa, esto es, “af = 0” simboliza tanto Todo « es f 
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como Ningún a es un no f. Y la conversión, donde sea válida, es 
una consecuencia del principio de conmutación, es decir, Algún a 
es B y Algún f es « se simbolizan mediante “«*8 40” y “Ba 4 0”, res- 
pectivamente, que es obvio que son equivalentes porque «8 = fa por 
conmutación. 

Cuando nos ocupamos de las “inferencias mediatas” del simbo- 
lismo categórico tradicional podemos dividir todos los silogismos 
categóricos en dos clases: los que sólo contienen proposiciones uni- 
versales (A y E) y los que al menos contienen una proposición 
existencial (1 u O). Con facilidad se muestra que todos los silogis- 
mos válidos de la primera clase tienen la forma 

aB=0, By =0..ay=0 

La validez de esta forma se puede deducir dentro del álgebra de 
clases recurriendo a los resultados ya expuestos en este apéndice. 
Dado que y0 = 0, y af = 0 es una premisa tenemos y(«8) = O que 
por asociación y conmutación da («y)8 = O. Ahora a0 =0, y By =0 
es una premisa, de modo que a(fy) = O que por asociación y con- 
mutación nos da («y)f = 0. Luego («y)8 U (ay)8 = 0, que por 
distribución da («y)J(BUf¿=0. Como BUB=1 y (ay) 1= 0, 
tenemos ay = 0, conclusión del silogismo. 

También se puede mostrar que todos los silogismos válidos de 
la segunda clase tienen la forma 


aBA0B=0..ay 0 

Para establecer la validez de la forma primero observamos que dado 
que 00 =0, si a8 +0, entonces a 0 y 840, Como «0 = 0 y 
Py = 0 como una premisa, «(fy) = 0. Por asociación tenemos 
(aB)y = 0. Ahora af = (a8)1 y y Uy = 1, luego af => (af)(r U Y) 
y por distribución af = («f)y U (af )y. Pero (a8)r U 0 = (af)r y 
ya hemos mostrado que (a8)y = 0, por tanto, af = (a8)y. Dado 
que «8 40 es una premisa, sabemos que (af )y + 0. Por asociación 
y conmutación obtenemos (ay)f +0 de donde se sigue que ay 40, 
que es la conclusión del silogismo, Luego, el álgebra de clases es no 
sólo adecuada para convalidar inferencias inmediatas que involucran 
proposiciones categóricas, sino que es capaz de convalidar también 
los silogismos categóricos. 

El símbolo “C” para la inclusión de clases suela usarse al tra- 
bajar con el álgebra de clases. La expresión “e C 8” afirma que todos 
los miembros (eventuales) de «a, son también miembros de £, y Se 
usa como simbolización alternativa de la proposición de tipos A: 
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Todo a es f. Se le puede definir en términos de los símbolos ya intro- 
ducidos de varias maneras: ya sea como a8 = 0 o como af =« 
o como «Uf =f o como a U f = 1, que son todas equivalentes. 
La relación C es reflexiva y transitiva (véanse las Págs. 162-3) y 
tiene la propiedad (de transposición) de que si a C 8 entonces 
f C a. La última es una consecuencia inmediata de la doble nega- 
ción y la conmutación cuando “« C f” se reescribe como “28 = 0” y 
“B C a” se reescribe como “fa = 0”. Su reflexividad es obvia cuando 
reescribiendo “e C a” como “za = 0” su transitividad ya se ha esta- 
blecido en nuestra prueba algebraica de la validez para los silogismos 
categóricos que contienen sólo proposiciones universales, 

El álgebra de clases puede presentarse como un sistema deduc- 
tivo formal. Un sistema tal es llamado Algebra Booleana y se ha 
propuesto un gran número de conjuntos de axiomas alternativos 
de postulados para el Algebra Booleana. Uno de estos conjuntos de 
postulados se puede presentar como se muestra a continuación. 

Los símbolos primitivos indefinidos especiales: 


C, Aa, Ú, —, 0 B,Y,... 


Los axiomas: 


Axioma 1. Si a y £ están en C entonces « U £ está en C. 

Axioma 2. Si a y f están en C entonces a N £ está en C. 

Axioma 3. Hay una entidad 0, en C, tal que « U 0 =a para cual- 
quier a en C. 

Axioma 4. Hay una entidad 1, en C tal que « M1 1 = a para cual- 
quier « en C. 

Axioma 5. Si a y £ están en C entonces a Uf =fBU a. 

Axioma 6. Si a y £ están en C entonces «NB=B N a. 


Axioma 7. Si a, £, y están en C entonces « U (8 N y) =(«UB)N 
(a U y). 

Axioma 8. Si «, 8, y están en C entonces a N (B U y) = le MN BJU 
(an y). 


Axioma 9. Si las entidades O y 1 que satisfacen los axiomas 3 y 4, 
son únicas, entonces para cada a en C hay un —a en C 
tal que 

aU -a=1 y a (O —a=0 


Axioma 10. Hay un a en C y un £ en C tales que a 4 f. 


Este sistema? es un sistema deductivo formal y no un sistema logís- 
tico (véase el Cap. 6). En la interpretación a que se le destina, desde 


2 Del artículo “Sets of Independent Postuiaces for the Algebra of Logic”, por E. Y. 
Huntington, Transactions of the American Mathematical Society, Vol. 5 (1904), Pág. 288. 
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luego, C es la colección de todas las clases, O y 1 son las clases vacía 
y universal, respectivamente, y los símbolos U, N y -— representan la 
adición de clases, la multiplicación y la complementación, respecti- 
vamente. 

El lector interesado en deducir algunos teoremas a partir de estos 
axiomas encontrará que los siguientes son de deducción bastante 
fácil: 


Teorema 1. Hay cuando más una entidad O en C tal que «a UO = e. 
*Teorema 2. Hay cuando más una entidad 1 en CtalqueeanN1=« 
Teorema 3. aUae = a. 

Teorema 4. «Na=e. 

Teorema 5. «U1=1l, 

Teorema 6. «nN0=0 

*Teorema 7. 0%1. 

Teorema 8. Si « = —f, entonces B = —a. 

Teorema 9. « = — —«. 


Teorema 10. Si a N f 40, entonces «40, 

Teorema 11. a = (aN 8) U (an —8). 

*Teorema 12. «aU (BU y) = [e YU B) U y. 

Teorema 13. «N(PBNy)=(«NB)N y. 

Teorema 14. 0= —1, 

Teorema 15. aU (aN f£)=«. 

Teorema 16. «4 —a. 

Teorema 17. —(«Nf)= —*U-—£. 

Teorema 18. —(« UB) = —aN —f. 

Teorema 19. Si «N —8=0 y BN —y=0, entonces a N —y =0, 
*Teorema 20. SiaNMgxX%0 y BN —y = 0, entonces « MN y 0. 


Los métodos de prueba son en gran parte sustituciones de igua- 
les por iguales. Por ejemplo, el Teorema 1 se prueba considerando 
cualesquier entidades 0, y 0, en € tales que  U0, =« y a U 0, = a. 
Como « es cualquier miembro de C, tenemos tanto 0, U 0, =0, 
como 0, U 0, = 0,. Dado que 0, U 0, = 0, U 0, por el Axioma 5 
obtenemos, por sustitución, primero 0, U 0, = 0, y luego 0, = 0,, lo 
que establece el teorema. 

Se puede deducir la totalidad del álgebra de clases en el con- 
texto de un cálculo funcional de primer orden. A cada atributo 
corresponde la clase de todas las cosas que tienen ese atributo. La 
expresión '£(FxY se usa por lo común para simbolizar la clase 
de todas las cosas que tienen el atributo F. Más generalmente, si 
$u es una función proposicionail cualquiera que no contiene varia- 
bles libres además de u, ¿(Bu), es la clase de todas las cosas que 
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satisfacen esa función proposicional. Los varios símbolos para cla- 
ses que se usan en el álgebra de clases pueden definirse como 
sigue, donde «a, B, y, ... son las clases Ax), X(Bx), MCx), .... 


a = dí í(—Ax) 
a NB = dí XAx- Bx) 
aUfB= di Ax v Bx) 
0 = di X(Ax* —Ax) 
1 = di x(Ax v —Ax) 


La inclusión, la igualdad y la desigualdad se pueden definir como 
sigue: 

a Cf = dí (xi(Ax > Bx) 

a = f = dí (x(Ax = Bx) 

a fB= di(rfAxr = Bx) 


Usando estas definiciones podemos expresar todas las fórmulas del 
Algebra Booleana en la notación de las funciones proposicionales y 
los cuantificadores. Cuando se hace esto, fácilmente se muestra que 
todos los axiomas, y luego, todos los teoremas del Algebra Booleana 
se convierten en teoremas susceptibles de prueba en nuestro cálculo 
funcional de primer orden. 


Como el Algebra Booleana es un sistema deductivo formal por 
sí mismo, es susceptible de varias interpretaciones. Una de ellas 
es desde luego el álgebra de las clases. Pero podemos dar a nuestra 
álgebra una interpretación proposicional y no de clases. Supóngase 
que interpretamos “C” como la colección de todas las proposiciones 
y “a”, “B”, “y”, ... como símbolos de proposiciones e interpretamos 
en”, *U” y “——” como símbolos de la conjunción, la disyunción 
(débil) y la negación. Entonces, si además interpretamos el signo 
de igualdad como símbolo de la equivalencia material, todos los 
axiomas y teoremas del Algebra Booleana se convierten en proposi- 
ciones lógicamente verdaderas del cálculo proposicional. Por tanto, 
podemos decir que el cálculo proposicional es una Algebra Booleana. 

Desde un punto de vista un tanto diferente podemos considerar 
una parte del álgebra de clases como una interpretación alternativa 
del cálculo proposicional. Todas las fórmulas del cálculo proposi- 
cional se pueden expresar en términos de “-”, “”, y “v” con “p > q” 
definida como “p vq” y “p=q” definida como “p-qv —p- —g”. 
Podemos interpretar los símbolos proposicionales “p”, “yg”, “r”, 
como notaciones de las clases a, f, y, ...; y donde “p” denote a, 
entenderemos “—p” como notación de a, el complemento de «. Si 
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“p” y “q” denotan a y £, entonces “p-q” se entenderá que denota 
el producto af y “p v q” denotará la suma « U £. 

En la interpretación bosquejada en el párrafo precedente toda 
tautología de tabla de verdad del cálculo proposicional designa la 
clase universal. Esto puede establecerse fácilmente como sigue. En 
el Cap. 7 se probó que todas las (y sólo las) tautologías pueden 
deducirse como teoremas por aplicación repetida de R1 a los tres 
axiomas de R.S. Cada uno de esos axiomas designa la clase univer- 
sal: el Axioma 1, “P> (P-P)” que se puede expresar como “—p v 
(p: py denota a U ax O a U a que es la clase universal 1. El Axio- 
ma 2 “(P:Q) > P” expresado como “—(p-q)vp” denota «f Ua 
que por el Teorema de De Morgan es (« UB) Ua que por con- 
mutación y asociación es igual a (a U Ed U fB, que es 1 U f e igual 
a 1. El Axioma 3 (P> Q)>[-(Q*R) > —(R-P)l, expresado como 
—(—p v q) v [——(g*) v (rep), denota o BU ByU ya, que por el 
Teorema de De Morgan y la doble negación es igual a afU By U 
y U au. Esta eds es igual, por la Ley de Expansión, a af(y U Y) 
U Br(a U AU Ya UaXBUBUA(8BU Biy U y), que por aplicaciones 
lteradas: es la distribución es igual a aBy U aBy U Bra U Bra U ya 
BUaB UVyaBU yaB U ¿By U aBy U aBy U aBy. Si ahora usamos la con- 
mutación para reordenar los términos de la última expresión y 
combinamos términos iguales por el principio de que a U a = a, ob- 
tenemos afy U aB7 U aBy U aBy U aBy U aBy U aBy U aBy, una Ex- 
pansión Booleana (disyuntiva) que involucra 3 términos de clases 
simples, Por ser la suma de 2% productos distintos, designa la clase 
universal. 

A continuación mostramos que cualquier fórmula del cálculo 
proposicional debe designar la clase universal si “se sigue” por R 1, 
de dos fórmulas, cada una de las cuales designa la clase universal. 
R 1 nos permite pasar a Q partiendo de P y P>Q (o —PvQ). 
Ahora, supóngase que “P” denota a y que “Q” denota f, de modo 
que “—P vQ” denota a U f. Bajo la hipótesis que a = 1 y «Uf =1 
fácilmente se demuestra que £= 1. Pues dado que 1N1=1, a(zU 8) 
= 1. Por distribución «a U «f =1, y como «a =0, se sigue que af =1. 
Pero af = 1 implica tanto que a = 1 como f= 1, y esta última es 
la conclusión deseada. 

Luego, todo teorema que se puede probar en R.S. designa la 
clase universal. 

A continuación deseamos probar que si Il es una expresión de 
clases tal que Il = 1 sea lógicamente verdadera, entonces es desig- 
nada por un teorema de R.S, Sabemos que II = 1 si y sólo si su 
Expansión Booleana disyuntiva Y involucra n términos de clase sim- 
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ples y es la suma 2” productos distintos. Pero cualquier Expan- 
sión Booleana disyuntiva que involucra los términos de clases sim- 
ples e, f£, y ... se denotará mediante una fórmula de forma normal 
booleana disyuntiva (véanse las Págs..338-340) que involucra los 
variables sentenciales p, q, 7, ..., donde “p” denota «, “q” denota E, 
“r” denota y, etc., y esta fórmula será la disyunción de un número 
de conjunciones igual al número de productos de los cuales es la 
suma la primera fórmula. Luego, si * es una Expansión Booleana 
disyuntiva en n términos de clases simples, constituida por la suma 
de 2” productos, entonces se le denota por la forma normal booleana 
disyuntiva S que contiene n variables sentenciales y es la disyun- 
ción de 2” conjunciones. Esta última es, por tanto, una tautología 
y luego puede probarse como teorema en R, S, Además, los princi- 
pios del álgebra de clases por los que 11 se expande en 3, todos 
tienen sus análogos en las transformaciones que preservan las tauto- 
logías en el cálculo proposicional, de modo que si Il=X2 y “P” 
denota II y “S” denota 2, entonces si “S” es una tautología, “P” es 
también una tautología y, por tanto, un teorema de R.S. (Véase la 
discusión de la integridad de H.A. en la Sec. 8.2.) 

De esta manera se muestra que una ecuación del álgebra de 
clases de la forma II = 1 es lógicamente verdadera si y sólo si la wff “P” 
que designa TI es un teorema del cálculo proposicional. Dado que 
cada ecuación del álgebra de clases es equivalente a una ecuación 
de la forma H = 1 (IT = A es equivalente a TC A y ACT que son 
equivalentes a TU A = 1 y AUT = 1 cuya expresión combinada es 
(TUA)JAUT)=1), se sigue que a cada ecuación lógicamente 
verdadera corresponde un teorema que tiene prueba en el cálculo 
proposicional. 

De modo semejante, las desigualdades lógicamente verdaderas 
del álgebra de clases corresponden a wff de R.S. que no se pueden 
probar como teoremas. En primer lugar, cualquier desigualdad Tr 4 A 
es equivalente a una desigualdad de la forma 1% 1, a saber (T UA) 
(AUT)H<1. Y si es lógicamente verdadero que II % l; entonces 
no es lógicamente verdadero que 1! = 1, de donde se sigue que la 
wff que designa II no se puede probar como teorema en R.S. Como 
tenemos un criterio efectivo para distinguir entre teoremas y no 
teoremas de R.S., tenemos en el mismo un criterio para reconocer 
las ecuaciones y desigualdades lógicamente verdaderas del álgebra 
de clases. 

La discusión precedente debe ser suficiente para mostrar lo 
íntima que es la relación entre el álgebra de clases y el cálculo pro- 
posicional. 


APENOICE 


La Teoría Ramificada 
de los Tipos' 


La teoría simple de los tipos que se expone en forma breve en las 
Págs. 180-181, es suficiente para eliminar las paradojas lógicas como 
la del pretendido atributo de impredicable. Pero existe otra especie 
de paradoja o contradicción que no se evita mediante la teoría 
simple de los tipos, Un ejemplo de esta otra especie de paradoja 
es la paradoja del mentiroso, que se discutió en la Pág. 204. Estas 
dos especies de paradojas fueron explícitamente distinguidas por 
primera vez, por F.P. Ramsey, en 1926.? Desde entonces las parado- 
jas de la primera especie se conocen como “paradojas lógicas”, 
y las de la segunda como “paradojas epistemológicas” o de manera 
más común como “paradojas semánticas”. 

Un ejemplo singularmente claro de una paradoja semántica es 
la que se debe a Kurt Grelling.2 La paradoja de Grelling se puede 
enunciar de modo informal como sigue. Algunas palabras designan 
atributos ejemplificados por las palabras mismas; así, “española” es 
una palabra española, y “breve” es una palabra breve. Otras palabras 
designan atributos que las palabras mismas no ejemplifican; así, 
“francesa” no es una palabra francesa y “larga” no es una palabra 
larga. Usaremos la palabra “heterológica” para designar el atributo 
de las palabras de designar atributos no ejemplificados por las pa- 
labras mismas. De este modo, las palabras “francesa” y “larga” son 


1 El lector deseoso de um estudio más completo de este tema debiera consultar el Cap. 3 
de The Theory of Logical Types por 1. M. Copi, Londres, 1971, Págs. 76-114. 

2 “The Foundations of Mathematics” por F. P. Ramsey, en Proceedings of the London 
Mathematical Society, segunda serie, Vol. XXV (1926), Págs. 338-384. Reimpreso en The 
Foundations of Mathematica (Londres y Nueva York, 1931), Págs. 1-61. 

2 “Bemerkungen zu den Paradoxien von Russell und Burali-Forti” por K. Grelling y L. 
Nelson, en Abhandlung der Friex'schen Schule, nueva serie, Vol. II (1907-1908), Págs. 
300-324. 
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ambas heterológicas. La contradicción surge entonces al preguntar 
si la palabra “heterológica” es heterológica. Si es heterológica, enton- 
ces designa un atributo del cual no es ejemplo, y como designa el 
atributo heterológico, no es heterológica. Pero si no es heterológica, 
entonces el atributo que designa está ejemplificado por la palabra 
misma, así que es heterológica. La contradicción queda así explícita: 
si es entonces no es, y si no es entonces es. 

Una obtención un tanto más formal de la paradoja de Grelling, 
versión de Ramsey,* es la siguiente. Si la relación nombre se de- 
signa con “Des”, de modo que “s designa ¿” se simboliza como 
“sDes¿”, empezamos con la definición 


Het(s) = df (34):sDesp -sDes) = y y = p* —o(s) 


Caso 1. 
(1) Het(Het) > :(3p):'Het Desp -“Het'Desy =, y = $ —o( Het) 
(2) > Het'Desó*“Het'Des) = ¿y = 9: —o("Het') 
(3) > ¿Het'Desp «“Het'DesHet = Het = $*—¿( Het”) 
> 
5 
5 


(4) :Het'DesHet = Het = $4-—¿(“Het') 
(5) ¡Het = $: —¿(Het') 
(6) :—Het(“Het') 

CASO 2. 
(1) —Het( Het) > :(p) [Het Desp “Het Des) = y Y =9- —o(Het)] 
(2) > Het'DesHet > —['Het'Desp = , 

y = Het: —Het(“Het”)] 

(3) > Het'Desp =, y = Het- > «Het(Het) 
(4) > “Het'Desy = y y = Het (suponiendo “Het univocal) 
(5) > :Het('Het”) 
Por tanto 


Het(“Het”) = —Het(“Het”) 
que es una contradicción, 

La obtención de la contradicción precedente no violó restricción 
alguna de la teoría simple de los tipos lógicos, así que esta teoría 
no puede evitar la contradicción referida. Las contradicciones de 
esta segunda especie pueden eliminarse, sin embargo, adoptando una 
versión más complicada de la teoría de los tipos lógicos que se conoce 


4 Obra citada, Págs. 358 y 369372, y en la Reimp. Págs. 27 y 42-48. 

5 La escritura de psi como subíndice al símbolo de equivalencia sirve para abreviar 
la cuantificación universal de la equivalencia con respecto a pst de modo que 
“Desp =y Y =$” es una abreviación pára “(p)[sDesy == Y = 6)”. 
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como la teoría “ramificada” (o “de ramificación”) de los tipos ló- 
gicos. Ahora bien, de acuerdo con la teoría simple de los tipos lógi- 
cos, todas las entidades pueden dividirse en tipos lógicos diferentes, 
de los cuales el más bajo contiene todos los individuos, el siguiente 
consiste en todos los atributos de individuos (que se designan por 
funciones de individuos ), el siguiente consiste en todos los atributos 
de atributos de individuos (designados por funciones de funciones de 
individuos) y así sucesivamente. También hay jerarquías de rela- 
ciones entre individuos y atributos y de atributos de relaciones, 
pero no tenemos necesidad de considerarlas aquí. Usando letras 
minúsculas para designar individuos y mayúsculas para denotar 
atributos, podernos representar esta jerarquía como sigue, donde el 
supraíndice que se pone a una función indica su nivel correcto en 
la jerarquía: 


tipo 3: F,, G,, H,,... 
tipo 2: F,, G,, H,,... 
tipo 1: F,,G,, H,,... 
tipo 0: a,b,C,..., Xx, Y, 2 


Sólo una función de tipo 1 puede predicarse significativamente de 
un individuo, y en general, una función de tipo ¿ puede significativa- 
mente predicarse de una función de tipo j si y sólo si ¿= ¿+ 1. 

La jerarquía precedente presenta un “bosquejo” de la teoría simple - 
de los tipos lógicos. Ahora bien, la teoría ramificada divide cada tipo 
por arriba del nivel cero en una nueva jerarquía. De este modo, todas 
las funciones de tipo 1, que pueden predicarse con significación de los 
individuos, se dividen en diferentes órdenes de la manera siguiente. 

Todas las funciones proposicionales de tipo 1 que o no contienen 
cuantificadores o contienen cuantificadores sólo sobre variables in- 
dividuales se dice que son funciones de primer orden, Por ejemplo, 
FL(x) y (y9)NF. 4) > G.(x)] son funciones de primer orden de 
tipo 1. Las funciones de primer orden tendrán un supraíndice iz- 
quierdo 1 para indicar su posición en la jerarquía de los órdenes. 
Así, todas las funciones de primer orden y tipo 1 se pueden enlistar 
como *F,, *G,, 'H,, ... A continuación, todas las funciones proposi- 
cionales de tipo 1 que contienen cuantificadores sobre funciones 
de primer orden, pero no contienen cuantificadores sobre cuales- 
quier otras funciones son funciones de segundo orden. Ejemplos de 
funciones de segundo orden de tipo 1 son (LF. )(F,(x) =*F(a)] y (36) 


358 Apéndice C 


(ING, (y) > *H,(0)]. Las funciones de segundo orden tendrán adjunto 
un supraíndice izquierdo 2, y todas las funciones de segundo orden 
de tipo 1 pueden enlistarse como ?F,, ?G,, ?*H,, ... En general, una 
función de orden n y tipo 1 contendrá cuantificadores sobre las fun- 
ciones de orden nr — 1, pero no contendrá cuantificadores sobre 
funciones de orden m con m > n. 

La teoría ramificada de los tipos lógicos puede describirse en 
forma compendiada por medio del arreglo bidimensional siguiente: 


Orden 1 Orden 2 Orden 3 
Tipo 3: Coi Er Ed - PAS E 2 ; 
Tipo: E E Hilos E A EC - CEI A: O 


Tipo 1: 1F,,1G,,H,,...; 


Tal como la teoría simple de los tipos descarta la posibilidad 
de hablar de todas las funciones o atributos, permitiendo solamente 
que se hable de todas las funciones de individuos, o todas las fun- 
ciones de funciones de individuos, o etc., así la jerarquía de los 
órdenes no nos permite hablar de todas las funciones o atributos 
de un tipo dado, permitiéndonos hablar sólo de todas las funciones de 
primer orden de un tipo dado o todas las funciones de segundo 
orden de un tipo dado, etc. De esta manera, no podemos decir, 
según la teoría ramificada de los tipos, que Pepe tiene todas las 
buenas cualidades de Memo, lo que de ordinario se escribiría sim- 
bólicamente como 


(EN(IG¿F)*F(a)] > F,(b)) 
En vez de ello, podemos decir que Pepe tiene todas las cualidades 
de primer orden de Memo, lo que se simboliza 
CEADGC FE) MEa)] > *E(by) 
o que Pepe tiene todas las cualidades de segundo orden de Memo, 
que se escribe simbólicamente como 
CEMPGE)*E(0)] > “E(b)) 


o que Pepe tiene todas las cualidades de orden n de Memo para al- 
gún n especificado. Habrá que notar que el atributo de tener todos 
los atributos de primer orden de Memo que se escribe simbólica- 
mente como 


CE)E (a) > *F,(a)] 
es un atributo de segundo orden, 
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La formulación precedente de la teoría ramificada de los tipos 
lógicos es vaga, pero suficiente para eliminar la paradoja de Grelling. 
En el Caso 1, el paso de (2) a (3) se rechaza basándose en que 
la función “Het” es de orden más alto que la variable funcional 
“y” y no se le puede instanciar en su lugar. En el Caso 2 el paso de 
(1) a (2) se descarta también sobre la base de que la función “Het” 
es de orden más alto que la variable funcional “g” y no se le puede 
instanciar en su lugar, 

Otra característica de la teoría ramificada de los tipos lógicos es 
que divide las proposiciones en una jerarquía de proposiciones de di- 
ferentes órdenes. Tal como cualquier función (de cualquier tipo) es 
una función de primer orden si no hace referencia a ninguna tota- 
lidad de funciones de ese tipo (es decir, que no contiene Cuantifi- 
cadores sobre ninguna variable funcional de ese tipo), así también 
cualquier proposición se dice que es una proposición de primer orden 
si no hace referencia a ninguna totalidad de proposiciones (es decir, 
que no contiene cuantificador sobre ninguna variable proposicional). 
En general, una proposición es de orden n + 1 si contiene un cuan- 
tificador sobre una variable proposicional de orden n, pero no con- 
tiene cuantificador sobre cualquier variable proposicional de orden 
m donde m > n.* La restricción aquí es que nunca podemos refe- 
rirnos a todas las proposiciones sino sólo a todas las proposiciones 
de éste o aquel orden especificado. Así, no podemos decir que “Nin- 
guna de las proposiciones pronunciadas por Smith tiende a incri- 
minarlo” que parcialmente podríamos simbolizar como 


(p) [(Smith pronuncia p) > —(p tiende a incriminar a Smith ))] 


pero se puede decir, en vez de esto, o que “Ninguna de las propo- 
siciones de primer orden pronunciadas por Smith tiende a incri- 
minarlo”, o que “Ninguna de las proposiciones de segundo orden 
pronunciadas por Smith tiende a incriminarlo”, o etc. La segunda 
de estas proposiciones alternativas la simbolizaríamos parcialmente 
como 


(?p)[(Smith pronuncia *p) > —(*p tiende a incriminar a Smith)] 


Esa proposición contiene un cuantificador sobre una variable pro- 

posicional de orden 2 y por tanto es una proposición de orden 3. 
Dividiendo las proposiciones en diferentes órdenes y permitiendo 
que se haga referencia sólo a proposiciones de un orden u órdenes 
especificados, la teoría ramificada de los tipos lógicos evita de manera 
efectiva que se produzca la paradoja del mentiroso. Cualquier ver- 
* En Principia Mathematica, las proposiciones también se dividen en diferentes órdenes 


basándose en diferencias entre los órdenes de Jas funciones que contienen. Pero en 
esta exposición igmoraremos esa (dudosa) sutileza. 
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sión de esa paradoja involucra la afirmación de que todas las pro- 
posiciones que satisfacen una cierta condición son falsas, siendo la 
afirmación misma una proposición que satisface la condición. (La 
condición aludida puede ser pronunciada por cierta persona, o estar 
escrita en cierto lugar, o ser pronunciada por un cretense, o etc.) 
La paradoja es completamente explícita cuando la afirmación en 
cuestión es la única proposición que satisface la condición especi- 
ficada, pues en ese caso, si es verdadera entonces es falsa, y si 
es falsa entonces es verdadera, Dicha contradicción la evita la 
teoría ramificada de los tipos lógicos de la manera siguiente. La afir- 
mación puede referirse sólo a todas las proposiciones de cierto 
orden, de modo que sólo para un nr especificado se puede afirmar 
que todas las proposiciones de orden n que satisfacen cierta condi- 
ción son falsas. Pero no puede surgir paradoja aquí porque la ora- 
ción en cursivas expresa una proposición de orden n +1 y aun 
cuando satisfaga la condición especificada no es una proposición 
de orden n y, por tanto, no puede afirmar su propia falsedad. 

La teoría ramificada de los tipos lógicos que incluye la jerar- 
quía de los tipos, así como la jerarquía de los órdenes, fue recomen- 
dada por Russell y Whitehead no sólo por “su capacidad para re- 
solver ciertas contradicciones” sino también por tener “una cierta 
consonancia con el sentido común que la hace inherentemente 
creíble”.” Decían haber deducido la teoría de lo que llamaban el 
principio del “círculo vicioso”, una de cuyas formulaciones, debida 
a estos autores, era: “Cualquier cosa que involucre toda una co- 
lección no debe ser de la colección”, Pero ese principio no es obvio 
y su deducción putativa no es convincente. El mérito principal 
de la teoría de los tipos o al menos de su versión ramificada pare- 
cería ser que descarta la posibilidad de las paradojas. 

La teoría ramificada de los tipos lógicos trae ciertas dificulta- 
des, así como trae ventajas. Una de las dificultades es concerniente 
a la noción de identidad. La definición usual de identidad (de 
individuos) es 


ix = y) = df (F)[E) = F(y)] 


* Principia Mathematica por A. N. Whitehead y B. Russell, Introducción a la primera 
edición, Cap. H. 

5 En su “Foundations of Mathematics”, F. P. Ramsey hace la observación sobre la 
“manera que deja mucho que desear” en que se deduce la teoría de los tipos a partir 
del “principio del círculo vicioso” (Pág. 356, Pág. 24 de la reimpresión), y pone en 
duda la validez de ese principio sosteniendo que *“... podemos referirnos a un hombre 
como el más alto de un grupo identificándolo así por medio de una totalidad de la 


que él mismo es un miembro sin que baya ningún círculo vicioso” (Pág. 368, Pág. 41 de 
ta reimpresión). 
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de la cual pueden deducirse todos los atributos usuales de la rela- 
ción de identidad. Pero esa definición viola la teoría ramificada 
de los tipos lógicos, pues en ella se hace referencia a todas las 
funciones de tipo 1. Si reemplazáramos ésta por la definición 


(1 = y) = df ('F)P EF) = "E (9)] 


que establece que x y y son idénticos si tienen todos sus atributos 
de primer orden en común, surge la posibilidad de que x y y sean 
idénticos (en este sentido) y, no obstante, tengan atributos de segun- 
do orden diferentes. Deberá ser claro que para cualquier n definir 
la identidad como el compartir todos los atributos de orden n per- 
mitiría que individuos “idénticos” difiriesen con respecto a atributos 
de orden m con m > mn. Si aceptamos las restricciones de la teoría 
ramificada de los tipos lógicos, entonces no podemos definir la rela- 
ción de identidad y aun si la aceptamos como primitiva o indefinida 
no podríamos enunciar todas las reglas de su uso, 

Otras desventajas de la teoría ramificada de los tipos lógicos son 
más técnicas, y nos limitamos a mencionarlas. Los matemáticos 
desean establecer sus teoremas para todas las funciones (de núme- 
ros), pero no pueden hacerlo si se encuentran limitados por la je- 
rarquía de los órdenes. Además, algunos teoremas de existencia 
del análisis, como el de la Mínima Cota Superior, no se pueden 
probar dentro de las restricciones de la teoría ramificada de los 
tipos. La teoría del infinito, de Cantor, que es básica para casi todas 
las matemáticas modernas, no se puede establecer en el marco 
demasiado rígido de la teoría ramificada de los tipos lógicos, y aun 
el principio de inducción matemática debe abandonarse en toda su 
generalidad, pues su enunciado completo no es permitido por la teo- 
ría ramificada de los tipos. 

Se ha introducido el “Axioma de Reductibilidad” para aflojar las 
excesivas restricciones de la jerarquía de los órdenes. Ese axioma 
afirma que a cualquier función de cualquier orden y cualquier tipo 
corresponde formalmente una función equivalente de primer orden 
del mismo tipo (dos funciones son formalmente equivalentes cuando 
para cualquier argumento admisible son o ambas verdaderas o am- 
bas son falsas). Teniendo este axioma puede definirse a satisfacción 
la relación de identidad en términos de funciones de primer orden y 
todas las desventajas mencionadas en el párrafo precedente se des- 
vanecen. La pregunta siguiente se presenta de manera natural; ¿El 
Axioma de Reductibilidad relaja las restricciones de la teoría rami- 
ficada de los tipos lógicos al grado de que puedan reintroducirse las 
paradojas? Parece claro que si a un sistema lógico como el de Princi- 
pia Mathematica que contiene la teoría ramificada de los tipos, así 
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como el Axioma de Reductibilidad, se agregan todos los términos 
semánticos tales como “verdadero”, “falso” y “designa”, así como 
nombres para todas las funciones, entonces reaparecen al menos 
algunas de las paradojas*. Por otro lado, si no se incluyen los nom- 
bres de algunas funciones, entonces, aun teniendo los términos se- 
mánticos, no parece que se puedan obtener las paradojas incluso 
con ayuda del Axioma de Reductibilidad.*" 

Bien podría ser éste el lugar apropiado para indicar en forma 
breve cómo es notable la semejanza entre el método de los “niveles 
de lenguaje” para evitar las paradojas semánticas'* y la jerarquía 
de los órdenes de la teoría ramificada de los tipos lógicos.*? Limi- 
tando nuestras observaciones a la paradoja de Grelling notamos que 
no surge en un lenguaje objeto (como el cálculo funcional extendido, 
por ejemplo) cuando suponemos que en el mismo no hay símbolos 
que designen símbolos. Tampoco surge en el metalenguaje de ese 
lenguaje objeto. Como el metalenguaje contiene sinónimos para 
todos los símbolos del lenguaje objeto y nombres para todos los 
símbolos del lenguaje objeto, así como sus propias variables y la 
relación de nombre (que escribimos como “Des”), el símbolo “Het” 
puede definirse en él. Por definición: 


Het(e): =: + (16):6Desó :vDes) = y Y = 09: —ó(v) 


Aun así, no se puede derivar la paradoja de Grelling en el metalen- 
guaje, pues aunque hay un símbolo para la función Het, no hay 
simbolo para el nombre de esa función. En otras palabras, en el 
metalenguaje, aunque podríamos sustituir “Het” por “¿”, no pode- 
mos sustituir ““Het”” por “4” porque ““Het”” no es un símbolo del 
metalenguaje.* 

Hasta aquí no tenemos complicaciones. La paradoja no surge en 
el lenguaje objeto porque no contiene nombres para los símbolos 
del mismo; y no surge en el metalenguaje porque no hay nombre 
para el símbolo funcional “Het” en ese lenguaje. La amenaza de la 
Grelling sólo aparece en el meta-metalenguaje. Si se ignoran ciertas 


* Véase el artículo del autor sobre “La Inconsistencia o Redundancia de Principia 
Mathematica” en Philosophy and Phenomenological Research, Vol. XI, No. 2 (diciembre 
de 1950), Págs. 190-199. 

1 Véase la revisión del 'artículo precedente por Alomzo Church en The Journal of 
Symbolic Logic, Vol. XVI, No. 2 (junio de 1951), Págs. 154-155. 

n Sugerido por primera vez por Bertrand Russell en su introducción a L. Wittgenstein, 
Tractatus logico-philosophicue (Londres y Nueva York, 1922), Pág. 23. 

Mn El resto de este apéndice se reimprime con autorización de “The Inconsistency or 
Redundancy of Principia Mathematica”, Philosophy and Phenomenological Research, Vol. 
XI. Copyright 1950 por la University of Buffalo. 

* Por razones tipográficas no se uniformaron los símbolos de comillas y comillas 
dobles en el texto y las fórmulas intercaladas. Pero no debe haber. confusión. (N. del T.) 
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protecciones o refinamientos de la teoría de los niveles del lenguaje, 
parece derivable la paradoja. Ignorando esas protecciones, por defi- 
nición, tenemos, en el meta-metalenguaje, 


Hetío)* =: * (Jp):0Des) + oDesy = y y = $ —o(v) 


Como el meta-metalenguaje contiene un nombre para el símbolo 
funcional “Het”, sustituimos ese nombre ““Het” por la variable “v” 
y obtenemos la contradicción como en nuestra primera derivación 
de la misma, 

La manera en que las protecciones que da la teoría de los niveles 
del lenguaje sirven para evitar esta contradicción la asemeja mu- 
cho a la teoría de los órdenes. La definición de Het en el meta-meta- 
lenguaje, que escribimos antes, requiere que se agreguen supraíndices 
para resolver su ambigiedad. Una vez que se han señalado y re- 
suelto estas ambigiedades, se desvanece la contradicción. 

En primer lugar, el meta-metalenguaje contiene dos símbólos 
para la relación nombre, “Des,” y “Des,”.'* El primero de éstos es el 
sinónimo del meta-metalenguaje para la relación nombre en el me- 
talenguaje. La oración completa 


vDes,q 


<> 


afirma que el símbolo funcional denotado con “v” es un símbolo del 
lenguaje objeto y designa la función ¿. El segundo no tiene sinó- 
nimo en el metalenguaje. La oración total 


vDes,p 


e) 


afirma que el símbolo funcional denotado con “v” es un símbolo del 
metalenguaje y designa la función ¿. Son completamente diferentes. 

Y en segundo lugar el meta-metalenguaje contiene dos símbolos 
“Het,” y “Het,” entre cuyos significados hay una diferencia signifi- 
cativa. El primero de éstos es el símbolo sinónimo del meta-metalen- 
guaje para el símbolo funcional “Het” del metalenguaje. La oración 


Het,(v) 


afirma que el símbolo funcional denotado con “v” es un símbolo del 
lenguaje objeto y designa en el lenguaje objeto un atributo que no 
posee, El segundo no tiene sinónimo en el metalenguaje. La oración 


Het,(v) 


13 Como lo sugirió Ramsey en un contexto ligeramente diferente. Obra citada en 
Pág. 370, en reimpresión, Pág. 43. 
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afirma que el símbolo funcional denotado por “v” es un símbolo del 
metalenguaje y designa en el metalenguaje un atributo que no posee. 
Sus definiciones difieren: 


Het, (0) = df (3p):vDes,p*vDes, y = y Y = $: —o(0) 


Hety(v) = dí (39):0Des,p vDesap = y y = $: —ó(v) 
Es obvio que no podemos definir Het,, en términos de Des, porque los 
valores de los argumentos de una y otra son términos de lenguaje 
diferentes, del lenguaje objeto para Het,, y del metalenguaje para 
Des.. La misma consideración basta para mostrar que Het, no 
se puede definir en términos de Des,. 

No se puede derivar ninguna versión de la Grelling a partir de 
la definición de Het,, porque los únicos valores de sus argumentos 
son términos del lenguaje objeto, y no hay término del lenguaje 
objeto análogo a “Het,” o “Het,”. La única posibilidad está en la 
dirección de derivar una contradicción a partir de la definición 
de Het, y esto lo impide algo que es notablemente parecido a la 
teoría de los órdenes de Principia. 

En la definición de Het, no podemos sustituir “y” por el nombre 
del símbolo para esa función, porque aunque el símbolo funcional 
“Het,” ocurre en el meta-metalenguaje, ningún nombre de ese sím- 
bolo funcional lo hace. Lo más que podernos hacer es sustituir el 
nombre en el meta-metalenguaje del símbolo funcional del meta- 
lenguaje que es sinónimo de “Het,” para el cual tenemos un nombre 
en el meta-metalenguaje (llámesele ““Het””). Hecha esta sustitución, 
se tiene 


Het,(Het”): ==: *(3p):Het'Des,p + Het Desp = y y = 6* —p( Het”) 


Si intentamos deducir una contradicción a partir de esta equivalencia 
por un argumento paralelo a las versiones anteriores, no lo podemos 
hacer. Hay que elegir un símbolo funcional para sustituir la varia- 
ble funcional generalizada “Y”, pues hay dos símbolos funcionales 
en nuestro meta-metalenguaje que prometen: “Het,” y “Het,”. 

Si sustituimos “Het,”, obtenemos 


Het,(Het')- D “Het"Des,ó : Het Des,Het, = Het, = $- —¿(“Het') 


Dado que ““Het” es el nombre en el meta-metalenguaje del símbolo 
funcional del metalenguaje que es sinónimo de “Het,”, tenemos 


“Het'Des,Het, '"Het'Des,Het, = Het, = $ 
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y en consecuencia 
Het,(Het') > —Het,(Het') 


Pero esto no es parte de ninguna contradicción, ya que de antemano 
se conoce, por otro lado; pues si cualquier término satisface Het, 
está en el metalenguaje y no en el lenguaje objeto, mientras que 
solamente términos del lenguaje objeto satisfacen Het,. 

Por otra parte, si sustituimos “Het,”, obtenemos 


Het,('Het') > :Het'Des,p * Het"Des,Het, = Het, = 9 —q( Het”) 


De aquí, si ““Het”Des,Het,” fuese verdadera podríamos obtener una 
contradicción. Pero ““Het”Des.Het,” no es verdadera, porque el ar- 
gumento ““Het”” denota un símbolo del metalenguaje mientras que 
el atributo denotado por el argumento “Het.” no está denotado 
por símbolo alguno del metalenguaje. En otras palabras ““Het”Des, 
Het” es falso porque “Het,” es un símbolo del meta-metalenguaje 
que no tiene sinónimo en el metalenguaje. 

Esto es muy parecido a la teoría de los órdenes, porque se salva 
o evita la contradicción disponiendo que ciertos símbolos del meta- 
metalenguaje se definan sobre ciertas partes. Así “Des,” se define 
sobre una parte más pequeña que “Des,” y “Het,” se define sobre una 
parte más pequeña que “Het,”; Des, y Het, sólo se satisfacen con 
símbolos del lenguaje objeto, Des, y Het, sólo se satisfacen con sím- 
bolos del metalenguaje, que es un lenguaje más amplio e incluyente. 
No sólo la teoría de los niveles del lenguaje es notablemente análoga 
a la teoría de los órdenes sino que también si cada metalenguaje se 
concibe como incluyendo al lenguaje objeto del que trata,'* se le 
puede identificar con la teoría Russelliana de los órdenes aplicados 
a los símbolos y no a las funciones que denotan, 

A pesar de las semejanzas indicadas hay diferencias fundamen- 
tales entre dichas teorías. La más significativa es que, a diferencia 
de la teoría ramificada de los tipos, el método de los niveles de 
lenguaje para evitar las paradojas no pone en peligro la deducción 
de ninguna parte de las matemáticas clásicas, así que no aparece la 
necesidad de un análogo del axioma de reductibilidad. 


3“ Esta manera de ver el metalenguaje la recomienda A. Tarski en su “Semantic 
Conception of Truth”, Philosophy and Phenomenological Research, Vol. IV (1944), Págs. 
341-375, Reimpreso en H. Feigl y W. Sellars, Readings in Philosophical Analysis (Nueva 
York, 1949), Págs. 52-84. Véase, especialmente, la Pág. 350 en la reimpresión, Págs. 80-61. 
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1.1. F 5. T 10, F 15. F 
IL 1, (4-B)vC 5. (Cv D) (CD) 
11 1. SW 5 (Ss 
Ejercicios de la Pág. 34 


1.1. T 5. F 10. T 15. T 
H. 1 (4-0)>-=D 53 AD (CvD) 10, (A =C)(AC DD) 
Ejercicios de las Págs. 41-42 


Il. a. 4 es la forma especifica de a. e. 13 tiene e corno instancia de sus- 
titución. 

j. 10 tiene j como instancia de sustitución, y 20 es la forma específica de j. 

1. 1. Válida. 5. Inválida—se ve en el renglón 2. 10. Inválida—lo rnues- 


tra el renglón 1. 15. Válida. 
TI. 1. Inválida-—lo muestra el renglón 1. 5. Válida. 10. Inválida—lo 
muestra el renglón 3. 15. Inválida--lo muestra el renglón 12. 
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II. 1. No equivalentes—lo muestran los renglones 2 y 3. 5. Equivalentes. 
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IL. 1.3. 2,Simp. 5.4. 3,Simp. 10. 7. 1,6,M.T 
4. 1,3,MP. 5. 2,4, MP. 8. 2,6, M.T 
5. 3, Simp. 6. 4, Simp. 9. 7,8, Conj 
6. 4,5, M.P. 7. 6, Add. 10. 3,9, MP. 
7.6, Simp. 8. 1,7, MP. 11. 410, C.D 
8. 7, Add. 9. 8,5,H.S. 12. 5,)11,D0D 


1.1 A>5B 
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3 (Bv —D) (Av —B) /. Av —C 
4. (A3B)(CITD) 1, 2, Conj. 
So. —Bv=— D 3, Simp. 
6 —Av—C 4,5,D.D. 
5.1 (RSU TO —U) 
2. (VI =W) (XxX O -—Y) 
3. (T> W):(U > S) 
4. VvR Ml Tv —U 
5 VI-W 2, Simp. 
6 RS 1, Simp. 
T. (VO =—W)(R DD —S) 5,6, Conj. 
B. —Wv-—S 7,5, C.D. 
9. —Tv—U 3,8, D.D. 
IV. 1.1 (4vG)]fIS 
2, AT /..S 
3 A 2, Simp. 
4. AvG 3, Add. 
5. $ 1, 4, M.P. 
5. 1, K:PO(BvR) 
2. =K(BID) 
3, Kv(RODE) 
4. —K'P /. .DvE 
5. —K 4, Simp. 
6. BD 2, 5, M.P. 
7 RDE 3, 5, D.S. 
8. (BD) (RO E) 6,7, Conj. 
9. BvR 1, 4, M.P. 
1. DvE 8, 9, C.D. 
10. 1. Tv(E>D) 
2. TC 
3. (E>5G)>(D2)I) 
4. (“T"=0)>2(D>G) 
5. E 
6. Iv—G PR Dví E 
TT 2,5, M.T. 
8.E>D 1,7, D.S. 
9 —T:—C 7, 5, Conj. 
10. DG 4, 9, M.P. 
Mn. E>G 8, 10, H.S. 
12 DOI 3, 11, M.P. 
13. (D>pP-(E>CG) 12, 11, Conj. 
14. -Dv —E 13, 6, D.D. 
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I. 1, Conmutación (Conm.) 
(Conm. ) 


5. Tautología (Taut.) 10. 
15. Distribución (Dist.) 


Conmutación 
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4. 3, De M. 5. 2, Impl 
5, 1,4 MT 6. 5, Taut. 
6. 5, De M. 7. 4,6,MT 
7. 6, Com. 8. 7, De M 
8. 7, Simp. 9. 3,8, D.D. 
10, 9, Impl 
BL 1.1 -4 /.A4AD>B 5.1 K>L / K>IiLvM) 
2. —AvB 1,Add. 2, —KvL 1, Impl. 
3. AB  2,Impl. 3. (“KvLivM 2, Add. 
4. =Kv(LvM) 3, Asoc. 
5. K>(LvM) 4, Impl. 
10. 1. 45 —(B>C) 15. 1. (Uv V)-(U v W) 
2. (D:B)>C 2, =XD-—W PE VW X 
3D o WA 3. =UvV 1, Simp. 
4. D(BIC) 2,Exp. 4. UV 3, Impl. 
5. B>C 4,3, M.P. 5 W>X 2, Trans. 
6 ——BIC) 5DMN. 6. (U9 V)(WO X) 4,5, Conj. 
TA 1,6, M.T. 7. (Uy W)'(—Uv V) 1, Com. 
8. Uv W 7, Simp. 
9. VvX 6,8,C.D. 
Iv, 1.1.S5S>G 5. 1. (G:LE)v(W:T) 
2. SE /'.GvE 2, —G Los T 
3 —G>=S 1, Trans. 3. —Gv—L 2, Add. 
4 =GDE 3,2, HS. 4. —(G*L) 3, De M. 
5. =—GvE 4, Impl. 5. WT 1,4, DS. 
6. GvE 5, D.N. 6. T-W 5, Com, 
7, T 6, Simp. 
10. 1. ByvT 15. 1. (W>M)“(1)5E) 
2. (BvC)> (LM) 2, Wv!I 
3. —L PET 3 (W-=E)153=M) /-.E=-M 
4. -LEv-—M 3, Add. 4. MvE 1,2, C.D. 
5. (LM) 4, De M. 5. —Ev—M 3,2, C.D. 
6. (BvC) 2,5,M.T. 6. EM 5, Impl. 
TA BC 6,DeM. TT ——_MvE 4,D.N, 
8. —B 7, Simp. 8 =MDE 7, Impl. 
9. T 1, 8, D.S. 9. (E> =M AMO E) 6, 8, Conj. 
10. E=-M 9, Equiv. 
21. 1(T>E)(ADLE) ¡CA TvwA)D(EVL) 
2, TDE 1, Simp. 
3 —TvE 2, Impl. 
4, (—TvE)vL 3, Add. 
5 —Tv(EvL) 4, Asoc. 
6. (EvE)v —T 5, Com. 
T.(A>59D(TOE) 1, Com. 
8 AL 7, Simp. 
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9. =AvL 8, Impl. 
10. (AvD)vE 9, Add. 
11 =Av(LvE) 10, Asoc. 
12. =Av(EvE) 11, Com. 
13 (Evijv A 12, Com. 
14. [Evbbv—T](EvEv=A] 6,13, Conj. 
15. (Ev E) v(T: A) 14, Dist. 
16. (>T:-—A viEvD 15, Com. 
17. ÁATvAjviEv it) 16, De M. 
18. (TvA) D(EvL) 17, Impl. 
Ejercicios de la Pág. 67 
LA BCOJ Ss TO0U VW ox 
F T F E T T T EF 
o F T FT 
Ejercicios de la Pág. 74 
ML ILITOIEHADOIT) / (TvA)O (Evb) 
2, TvA £CEvwL 
3 EvL 1,2,C.D. 
Ejercicios de la Pág. 78 
3 LÍIIRIORK> 
2. (IvK)OL 
e o HvD) 
4 —(fvK) 2, 3IMT,. 4 ——(Hlv]p LP. 
dd Ir =—K 4, De M 5. Hv] 4,D.N. 
6. —1 3,Simp. $ JvK 1,5% €,D. 
TT MHOI 1, Simp. 1% L 2,6, MP. 
Ss —1 T6MT 8 LL 7,3, Conj. 
9 JFK RD 1, Com 
JO. JOK 0, Simp 
11. =K:—i 5, Com 
12, —=K 11, Simp. 
13, —J 10, 12, M.T. 
14, IF] $, 13, Conj. 
15. —(Hv pH 14, De M. 
5 LIV =—W)I4X O Y) 
2, (WO Z) (Y DA) 
3. ¡ZO —BHA DC) 
4d Vox 2 Br 
3. VO -—W 1, Simp. NN. — BC) 
B. Y 4, Simp. 6. =—Bv—_C 
TW 5,6, M.P TU ZY AA 
8 =WoOZ 2, Simp. El —_—Wvwvo Y 
9. Z 8,7, MP. Y. —Vv—X 
10. Z=B 3, Simp. 10% —(V-X) 


I.P. 

7, De M. 
3,6,DD. 
2,7, D.D. 
1, 8, D.D. 
Y, De M. 
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11. —B 10,9, M.P, 11% (V-X):—¿V-X) 4,10", Conj. 
12, (XD Y VOM) 1, Com. 
13. XD Y 12, Simp. 
14. X-V 4, Com. 
15. X 14, Simp. 
16. Y 13, 15, M.P. 
IMA 34 (A WOZ) 2 Com. 
18. YO A 17, Simp. 
19, —A 18, 16, M.P. 
20. (A DOÓOAZOI=B) 3, Com. 
21, ADC 20, Simp. 
22. E 21, 19, M.P. 
23. —B:*C 11, 22, Conj. 
Ejercicios de las Págs. 79-80 
1. 1. 1.P QOP (C.P.) 
2. Pv—Q 1,Add. 
3. —QvP 2,Com. 
4. Q>P 3, Impl. 
5s1--—P /.P (C.P.) 
2. P 1, D.N, 
10.1.A>B /.AD(AB) (CP) 
2. A 7 A*B (C.P.) 
3. B 1,2, M.P. 
4. AB 2, 3, Conj. 
15.1. 4>(B-C) /.[B(D:EN>(AD>D) (C.P) 
2. B(D:E) /..A>D (C.P) 
3A TD (C.P.) 
4, B-C 1,3, M.P 
5. B 4, Simp. 
6. DE 2,5, M.P 
TD 6, Simp 
1. 1. 1 -[(4>B)v(4>—B) /-.(4>5B)v(A DD —B) (LP) 
2, HAD B)-(AD—B) 1, De M. 
3 (A vB) (A y —B) 2, Impl. 
4. (>==A*—Bji——A*——B) 3, De M. 
DS. (A —B BA) 4, Com. 
6. [——A—B)——B]——A 5, ABOoc, 
To [——A LAB A AB] A 6, Asoc. 
B. [(|=B-==B):—=A]:—=A 7, Com. 
9. (AB: ——Bi(——A-:—=A) 8, Asoc. 
10. =B——B 9, Simp. 
5.1 —[(ADB]v(A DCI /MADBIv(ADC) (LP) 
2. “AD Br (ADC) 1, De M. 
3 —(AvB) (A v C) 2, Impl. 
4, (A —Bir———A-=—C) 3, De M. 
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Du Da 


9, 


Ao — A 


Ejercicios de la Pág. 84 
1. 1.4>B 


tw 


Á 


10. AD 


Ejercicios de las Págs. 9495 


L 1. ()[Sx > Ra] 
10. (a)[Dx > Ba] 


20. (1)[Ux* Ux) O (Px y Fx) 
25. (Max: Ox) > (Dx > —Rx)] 
30. (1)[(Cx-Dx) > Ex] 


IL 1 (x[Cx > Ba] 
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1 1 1 
2. 
3, 
4. 

5. 1 
2 
3. 
4. 
5. 
6. 
7 
8 
9 


a) 
an 


n 1 


. (D[(Kx*Lx) > Mx] 


(1)[Ax > Ba] 


A AB RRA —C)] 
¿mA (A+ —C) —B] 
A AC: —B)] 
(AA OSA ACB) 


4, Asoc. 
5, Com. 
6, Asoc. 
7, Asoc. 


8, Simp. 


5. (1)[Sx > Ex] 
15. (19 [Cx D (—Wr v Sx)] 


—Bt [3 At 
At O Bt 1, UE 
—At 3,2, MT. 


. (píKx > La) 


Ky"Ly 


.(Ky Ly) > My 
. My 
. Ky D My 

. (m[Kx > Mx] 


1 


. (0) [Ax > Bx] 
“Be /. Ac 
. Ac D Bc 
Ac 


A 


|B[(C2-=-C)23D] //.ADD 


5. (x)[Mx > (Vx: Ex)] 


(9 [Kx > Mx] 


5. 


1, UI 


4,3, 
3, 6, 
2,U 
7,6, 


3-8, 


9, U 


M.P. 

Conj. 
I 

M.P. 


C.P. 
G 
[Lx > Mx] 


e 
. (Ax) [Lx Nx] 


7. (AX)[Nx* Mx] 
2, El 
1, UI 
3, Simp. 
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6. Ma 4,5, M.P. 
7. Na: La 3, Com. 
8. Na 7, Simp. 
9. Na:Ma $5, 6, Conj. 
10. (3x)[Nx* Mx] 9, EG 
10. 1, (x[Dx > Ex] 
2. (1[Ex > Fx] 
3. (x)[Fx > Gx] /..(x)[Dx > Gx] 
4. Dy > Ey 1, Ul 
5. Ey > Fy 2, UI 
6. Fy > Gy 3, UI 
7. Dy > Fy 4, 5, H.S. 
8. Dy > Gy 7, 6, HS, 
9. (1)[Dx > Gx] 8, UG 
I5. 1. (0((Bx v Vx) 5 (Ox-Dx)] /.'. ()[Bx > Dx] 
2. By 
3. ¡By v Vy) > (Oy* Dy) 1, UL 
4. By v Vy 2, Add. 
5. Oy *Dy 3, 4, MP. 
6. Dy'Oy 5, Com. 
7. Dy 6, Simp. 
8. By > Dy 2-7, C.P. 
9. (1)[Bx > Dx] 8, UG 
20. 1. (1((Bxv We) > [Ax v Fx) O Sx]) /.'. (1)][Bx > (Ax > Sx)] 
2. By 
3. Ay 
4. (By v Wy) > [(Ay v Fy) > Sy] 1, UI 
5. By v Wy 2, Add 
6. (Ay v Fy) > Sy 4,5, M.P. 
7. Ay v Fy 3, Add. 
8. Sy 6,7, M.P. 
9. Ay > Sy 3-8, C.P. 
10. By > (Ay > Sy) 2-9, C.P. 
11. (1)[Bx > (Ax > Sax)] 10, UG 


Ejercicios de las Págs. 106-108 


L 1. (Ax)[Ax: Bx] (Aa: Ba) v (Ac: Be) 
Cc Ac 
"Be . Bc 


Aa Ac Ba Bc 
TT T FE 
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5. (AIN(KxLx] la.b| (Ka:La)v(Kb-Lb) 
Ad Kx* Lx] ¡(Kar La) v (Kb: —Lb) 
-. (Am [Lx* —Kx] (La: Ka) v(Lb: —Kb) 


Ka Kb La Lb 
T F T F 
o F T FT 
IL 1 (4x5 Bx] [ 7) 45 Bi Aj Bi 


Bj Bj FT 
Aj Aj 


5. (0[Kx 9 =Lx] [a b| (Ka Lay iKb D —LDb) 
Ao[Mx* La] ¿(MasLa yv (Mb«Lb) 
CC (01Kx D Max) ¿(Ka D —MaiKb O —Mb) 


Ka Kb La Lb Ma Mb 
T F F T T T 


o F T T F TT 


ML 1. (Mf(Ax > Bxj ADBj Aj Bj 


Bj Bi F T 
Aj Aj 
5. 1 (0/Vr > Ca) 
2. (IN Rx —Cx] /. (M[Ax* Vx] 
3. Ra: —Ca 2, El 
4. Va D Cu 1, UL 
5. Ca: Ra 3, Com. 
6 —Ca 5, Simp. 
T Va 4,6, M.T. 
8. Ra 3, Simp. 
9. Ra: —YVa 5, 7, Conj. 
10. Av[Rx:— Vi 9, EG 
10. (0[1x DiOrvEn] [a] Ta) (Oav Eo Ta O6 
(NLCOx- Tx) D —Ex] (Oa- Tar D —Ea T EF 
30 1T Ex] Ta+ Ea 
¿(Ax Zx- Ox] Ta: OÓa 


Ejercicios de las Págs. 113-114 


L 3910] > (Ip[Py: By] 

5. i3[Bx D (Yx D Rx) 

10. ¿DOLO PO 0 [yiMy D —Pyiv Mx]; 
13. (4 [SarigliSy D Wip] > Wx) 


Ea 


T 
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Ejercicios de las Págs. 126-127 


3. El uso de UG en el renglón 4 es incorrecto, porque y(x”) ocurre libre en 


la hipótesis “Fx = Gy” dentro de cuyo alcance se encuentra la premisa 
dr(Fxa= Gy”). 


6. Aquí hay tres errores: 


a) el uso de UG en el renglón 5 es incorrecto, porque y(“2”) no ocurre 
libre en bv(“(1x)[(Fx: Gz) > Hyl”) en todos los sitios en que u(“y”) 
ocurre libre en eu(“Jx)[(Fx: Gy) D HyJ”). 

b) el uso de UG en el renglón 5 es incorrecto, porque la variable y (“z”) 
ocurre libre en el renglón 2 dentro de cuyo alcance se encuentra bo 
CG) lx: Gz) >) Hyl”). 

c) el uso de Ul en el renglón 7 es incorrecto, porque v(“x”) no ocurre 
libre en ev (“(Ix)[(Fx:Gx) > Hx3”) en todos los sitios en que + 
(“y”) ocurre libre en du (“(Ix)(Fx*Gy) D Hyl”). 


9. Aqui hay tres (o cuatro) errores; 


En el renglón 5 se pretende que el renglón 3, “Fx: Gy” es una vu que 
corresponde a bu(“Fx: Gx”) del renglón 1. Esto es falso independiente- 


mente de que v sea “x” o sea “y”. Luego, en uno y en otro caso vemos 
que 


a) El uso de El en el renglón 5 es incorrecto, porque v(“x” oa “y”) no 
ocurre libre en dv (“Fx ' Gy”) en todo sitio en que «(“x”) ocurre libre 
en be (“Fx - Gx”). 


Si tomamos vu en dv (“Fx: Gy”) como “x”, entonces notamos que 

b) El uso de El en el renglón 5 es incorrecto, porque v(“x”) ocurre libre 
en p (“Fx”), estando el último renglón dentro del alcance de la hi- 
pótesis du (“Fx Gy”). 

En cualquier caso, hay dos errores más: 

c) el uso de El en el renglón 8 es incorrecto, porque v(“x”) ocurre libre 
en el renglón 5 que precede a tv(“ Fx: Gx”). 

d) El uso de El en el renglón 8 es incorrecto, porque v (“x”) ocurre libre 
en p(“ Fx”), estando el último renglón dentro del alcance de la 
hipótesis dv (“AWFx: Gx”). 


Ejercicios de las Págs. 129-131 


LGMiAx O Bo ¿Ca Bx O CO DIAK O Ck) 
E 2 (MBY O Cv) 
3 


Ak 
M 4. AK O Bk 1, UI 


5. Bk 4.3, M.P. 
6. Bk O Ck 2, UI 
7. Ck 6,5, MP. 


S. ARO Ck 37 C.P 
Y miBrO Cn DIARKO Ch 2-8,C.P. 
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5. 1. (IL > (My — /.(D[Lx > (1)My] 
2. Lx 
3. indLr 2,EG 
4. (y My 1,3, M.P. 
5. Lx > (yMy 2-4, C.P. 
6. (0[Lx > (Y My] 5, UG 
10. 1. (INAx > (yiBy > Cy) 
2. (IDX > (IYBy  // (IN(Ax"Dx) > (IyCy 
(|—— 3. (Ix)(Ax: Dx) 
4. Ax Dr 
5. Ax 4, Simp. 
6. (INAr 5, EG 
7. (wiBy > Cy) 1, 6, M.P. 
4, Simp. 
8, EG 
2, 9, M.P. 
7, UL 
12, 11, M.P. 
13, EG 
10, 11-14, El 
16, (A1$NCy 3, 4-15, El 


15. 1. (Ox > [(yXPy > Qy) > Rx]) 

2. (x)(Rx > [(yXPy > Sy) > TA) /.. (yiPy > (Qy*Sy)l > (XOx > Tx) 
3. (yY[Py > (Qy*Sy)] 

4. Ox 

5. Ox > [(w(Py > Oy) > Rx] 1, UT 

6. (y (Py > Oy) > Rx 5, 4, M.P. 
7. Py > (Qy*Sy) 3, UL 

8. (Py D Qy (Py > Sy) 7, Dist. 

9. Py > Qy 8, Simp. 

10. (yXPy > Qy) 9, UG 

11. Rx 6, 10, M.P. 

12. Rx > [(yiPy D Sy) > Tx] 2, UL 

13. (y (Py > Sy) > Tx 12, 11, M.P. 

14, Py > Sy 8, Simp. 

15. (yXPy D Sy) 14, UG 
. Tx 13, 15, M.P, 
. Ox D Tx 4-16, C.P, 
 (1AK(Ox > Tx) 17, UG 


19. (9[Py > (Qy:Sy)] > (10 > Tx 3-18, C.P. 
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. (31)Gx > (y)[Cy 3 Gy] ] 
. (Ix][Px*T] > (y)[Cy > Ty] /..(AN[Px"(TxGa)] > (y[Cy > Ty] 
(3x)[Px-(Tx*Gx)] 

. Pu*(Tu*Gu) 

. Gu 4, Simp. 

. (11)Gz 5, EC 

. Pur Tu 4, Simp. 

. (Ax) [Px: Tx] 7, EG 

- (9w[Cy > Gy] 1, 6, M.P. 

(y)[Gy > Ty] 2, 8, M.P. 

- Cw > Gw 9, UI 

. Gw > Tw 10, UI 

. Cw > Tw 11, 12, H.S. 

- (y)íCy > Ty] 13, UG 

. (y)[Cy > Ty) 3, 4-14, El 


. (1)[Px-(Tx-Cx)] O (y) [Cy > Ty] 3-15, C.P. 


8. 1. ()[Ax > (Sx y Mx)| 
2. (x)[(Ux-Rx) > —Sx] ¿LUX DO Rx] > (y)/[Uy > My] 
— 3 ([Ux > Rx] 
4. Uz 
5. Uz > Rz 3, UI 
6. Rz 5, d, M.P 
7. Uz-Rz 4, 6, Conj 
$. (U2Rzj D =Sz 2, UI 
9. —Sz 8, 7, M.P. 
10. Rz D (Sz v Mz) 1, UI 
11. Szv Mz 10, 6, M.P. 
12. Mz 11, 9, D.S. 
13. Uz> Mz 4-12, CP. 
14. (9[Uy > My) 13, UG 
15. ([Ux > Rx] > (y) [Uy > My] 3-14, C.P. 
12. 1 (D(Lx > [yiPy > Vy) > Mx]) 
2, (12)(P2:-V2) D (yiPy > Vy)  /--(iEx O ((d21(P2 Va) > (Iy)Myl 
— 3. nx 
4. (Ad2(Pz Va 
5. (yk Py > Vy) 2, 4, MP. 
6. Lu 
7. Lu > [(yXPy > Vy) > Mu] 1, UI 
8. (yiPy  Vy) > Mu 7,6, M.P. 
9. Mu 8,5, M.P. 
10. AyMy 9, EG 
11. a 3, 6-10, El 
12. (I2MPz-Vz) D (Iy)My GP 


3x) 
13. (IDLr > [(IMP2:Vo) D (IyMy)] 3-12, C.P. 
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Ejercicios de la Pag. 139 


12, 


4. L 

NM 2. (> 
- Tl(Fy > Gy) 
- Ey Cy 


NA O Gao 
(Ex D Gu) 


Fy 


. Ex 

. —Gy 

(0 Gx 

. (ANGx 

- ANFx: —(I)Gr 


10 


ANO Ca > [EF —(30Cx] 
[TF (d19Cx] D (I(Fx D Gx) 
[ADE O (Eacx] O (XFX O Gx) 


1,QN 

2, UI 

3, Impl. 
4, Simp. 
5, EG 

5, Simp. 
7, UG 

8, QN 

6, 9, Conj. 
1-10, C.P. 
11, Trans., D.N. 
12, Impl. 


PPADUARASN 


FxvQ 


=0Q > (AxFr 
O v (ADFx 
(Fry O 
(Jx)Fx v OQ 
. APO) 
(Bo0Fx v 0] 


. +An(PFx v Gx) 

. (9 (Fx v Cr) 

. (Fxv Gx) 

=—Fx. —Cx 

<Fr 

=—Gx 

0) —Fx 

- (19 Gx 

(0) Fx (1) Gx 

. —(Jx)Fx: —(Í1)Gx 
. [EDFx y (11)Gx] 


2,3,D.5. 
4, EG 


3-5, C.P. 
6, Impl., D.N. 
7, Com. 


1, 2-8, EI 


1-9, C.P. 


NE Y Go O (Ax y ANG] 


[EF yv dC] > (FF y Ex) 


—BYEx y Q) 
(1) (Fx y Q) 


—(Ix)Px-—Q 
—[(Ix)Px v Q] 
(AX Ex VQ) 3 
—[Gx)Fr v Q] 
[(BxFx v Q] > 
(AMEX v Q) 


9, QN 

10, De M. 
1-11, C.P. 
12, Trans. 


1, QN 

2, UI 

3, DeM. 
4, Simp. 
5, UG 

6, QN 

4, Simp. 
7,8, Conj. 
9. De M. 


1-10, C.P. 


11, Trans. 
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(—> 14. ANFxv Gx) 
15. Fy y Gy 
16. (INF 
17. (1) Fx 16, QN 
18, —Fy 17, UI 
9. Cy 15, 18, DS. 
(NCGr 19. EG 
21 (IDE O (BE 16-20, C.P. 
22. (INFx y (I0Gx 21, Impl., D.N. 
23. (IF x v (INGx 14, 15-22, El 
24. (Ii lx y Go) O [((IFx v (3xIGx] 14-23, C.P. 
25. (13)-(24) 13, 24, Conj. 
26. (IDE v (I0CA = AN Ex v Gx) 25, Equiv. 


Ejercicios de las Págs. 152-155 


J. 1. Todo perro tiene su día. 


5. Todas las cosas le llegan al que espera. 
10. Una persona es juzgada por sus compañías. 
15. Viento malo es el que a nadie trae algo bueno, 


20. Nadie pide prestado todo a todos. 


M1. (D((Dx-Mx) > (y (Ty > —Txy)] 
. (D[Rx > (Iy(Ty: Hxy)] 


- (D(Px O [FÁyAxry > (Pz D Ezx)]) 


11. 


a] 


1. 


5. 


In(Sr-(y [Py > (J2)Byzx]) 
GOES O (y (Py > AlAw)Biezr:—Byzx))) 
e (0(Px O (y) [Cy > (32)(Bzx* —Dxzy))) 
- (9(CYX > (yNi(GodGo)Dyeo > AAA mkD yw: —Dyzx)]) 
. AP (AYCY (DGwDau > Dxzy))) 
(OLPx-(Iy)]|My (A) (Ber Bay :Sx2)]) > 
(A0/Mu- (do) Bo: Box: Suv)]) 
(OU Mx) [Ry Byx) > Sxy)) > 
(0[(Mz+Pxz) D Hxz]) 


( 
( 
( 
15. (D(Px > ((1y(Dy:Hxy(2)l(Pz*Vex) > Byzl) > FwNa-Mx)1)) 
( 
( 
( 
( 


Ejercicios de las Págs. 158-160 


1. 1. 


daylEZAyz > Ayr] 
(y (Az)Ayz /.(AxXy)Aya 
. (y) [((32)Ayz > Aya] 
(AZAyz D Ayx 
( 


1. 
2. 
3 

4. 
S. 
6. 
7. 
8. 


se 
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5. 1. (Ix)[Hx (yy > Jxy)] — / 0. (HO Lx) > (Aly Iyy) 
2. (MHx > lx) 
3. Hx(ylly > Jxy) 
4. Hx 3, Simp. 
5. Hx > lx 2, UI 
6. Ix 5, 4, M.P. 
7. (willy > Jxy) 3, Simp. 
8. Ix > Jxx 7, UI 
Fxx 8, 6, M.P, 
. Le-Jrx 6, 9, Conj. 


Ay ly Tyy) 10, EG 
Edy yy) 1, 3-11, El 
13. (D(Hx > 1) > (IyilyJyy) 2-12, C.P. 


1. (D(AyiByb-Lxyb) > Fx) 
2. (IN(CXb*Lxab) — /- (ACID D Fx) D —Bab 
— 3 (M(Cxb  —Fx) 
Es 4. Cxb*Lxab 
5. Cxb > —Fr 3, UI 
6. Cxb 4, Simp. 
7. Fx 5, 6, M.P. 
8. (Iy(Byb-Lxyb) D Fx 1, UL 


9. —(Jy)(Byb* Lxyb) 8,7,M.T.. 
10. (yK—Byb y —Lxyb) 9, QN, De M. 


11. —Bab y —Lxab 10, UI 
12. Lxab 4, Simp. 
13. —Bab 11, 12, Com., D.N., D.S. 
14. —Bab 2, 4-13, El 
15. 3214 3-14, C.P. 
6. L (OLENIENGz:—Rz-Sxzy)] > Cx) 


2. (2[(Wz-Orz) > (Slzr v Smzr)] /.". (I2/(W2z-Orz:Gz* —Rz) 
> [(1)—Smur) > Cl] 


3. (J2(Wz:Orz*Gz:—Rz) 

4. (u)(—Smur) 
—> 5 W2z*Orz*Gz* —Rz 

6. Wz-Orz 5, Simp. 

7. (Wz-Orz) > (Slzr v Smazr) 2, UI 

B. Slzr v Smar 7,6, M.P. 

9. —Smzr 4 UI , 
10. Slzr 8, 9, Com., D.S. 
11. Gz*—Rz 5, Simp. 

12. Gz: —Rz: Slzr 11, 10, Conj. 
13. (32)(Gz- —Rz: Slzr) 12, EG 
14. Ay[(EDGz: —Rz: Sizy)] 13, EG 
15. AN L32(Gz*—Rz"Slzy)] D Cl 1, UI 


16. Cl 15, 14, M.P. 
17. Cl 3,5-16, El 
18. 4517 4-17, C.P. 
19. 3 > [18] 3-18, C.P. 
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. (x)K(Px: —Rax) 5 (yPy > — Ryx) 


2. (yKPy > (A[(Px-—Ryx) D —Hyx]) /..(MlPx(«NBz > —Hxz)] 


3. Px-(z)(Pz D —Raz) 
4. Py 

5. (2(Pz > —Raz) 

6 

7 

8 


PX —Rix 
. Px 

. —Rxx 

9. Px* —Hxx 


11. (y(Py > —Ryx) 
12. Py > —Ryx 

13. —Ayx 

14. Px- —Ryx 


16. (0[(Px* —Ryx) > —Hyrx] 
. (Px:—Ryx) > —Hyx 

. Hyx 
19. 4518 
- (y(19) 
21. 3>20 
22. (x)(21) 


Ejercicios de la Pég. 166 


. (x)[Fx > (yiSy > Oxy)] 


Fx 

. Fx D (yíSy > Oxy) 
. (yXSy > Oxy) 

. Sy > Oxy 

Oxy 

9. (y(Oxy > —Oyx) 

. Oxy > —Oyx 

. —Oyx 
. Fx > —Oyx 

. (1(Fx > —0Oyx) 
14. Sy > (xJ(Fx > —0Oyx) 

15. (y)[Sy > (Fr > —Oyx)] 


DM 1DUADNN 


10. (Px* —Rxx) > (y Py > —Ryx) 


15. Py > (dlK(Px" —Ryx) > —Hyx] 


> (yPy > —Hyx)) 


3, Simp. 

5, UI 

3, Simp. 

6, 7, M.P, 
7,8, Conj. 
1, UI 

IO, 9. M.P. 
11, Ul 

12, 4, M.P. 
7, 13, Conj. 
2, UI 

15, 4, M.P. 
16, Ul 

17, 14, M.P. 


4-18, C.P. 
19, UG 
3-20, C.P. 
21, UG 


/-.(yHSy D (x(Fx > —Oyx)] 
- (AXYKOxy > —Oyx) (premisas auxiliares) 
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5. 


7. 


1 (D[Vx O (yiOyx OD —1xy)! 

2 

3. (11 Vx O Rx) (premisa auxiliar) 
4. (ID(Vr: Oyx) 

5. Vx Oyx 

6 


9. Oyx 

10. Rx*Oyx 

11. (x)[(hx- Oya) > Tyx] 
32, (Rx-Oyx) > Tyx 

13. Tyx 

14. Vx > (yiOyx > —1xy) 
15. (y(Oyx D —1xy) 

16. Oyx > —Ixy 

17. —Ixy 

18. Tyx* —lI1y 


| 19. AOTya: Ey) 


20. Am Tyx: —[x1j) 


21. (ID(Vx*Oyo > (An(Tyx: Lx) 
22. (INIAANV-Oyao > (Ad Tyx: —Ixy)) 


(9) [Rx:Oyx) > Tyx) PA 


AD UP Py (AAC Cy Nxy)) D Ux) /- (o ((Px (a) 
(Bz"Cx2)] D Ux) 

e Ab A >] (premisas auxiliares) 

3. (1I(Nxx) 

— 4 Pxe J3k Br Cxz) 
5. (AB Cxz) 4, Simp. 
Pb Br Ca 

7. Bz 6, Simp. 

8. B2 C2 2, UI 

9, Cz 8,7, MP. 

10. Cxz 6, Simp. 

11. CoCxz 9, 10, Conj. 
12. (IDíC2*Cx2) 11, EG 

13. Px 4, Simp. 

14, Nxx 3, UI 

15. Pri dao: Cazi+ Nxx 13, 12, 14, Conj. 
16. (IN[Py (IDCiCya)* Nxy] 15, EG 

17. Px (ANP y (IDC Cyz) Nx) 13, 16, Conj. 
18. (Px(F[Py (ADC: Cy Nxy]) > Ux 1, UI 

19. Ur 18, 17, M.P. 
20. Ux 5, 6-19, El 
21. [Px (A Bz:Cxa)] > Ux 4-20, C.P. 
22. (D([Pxr:(J2d(B"Cx2)] D Ux) 21, UG 


(y) (Ax) Vx: Oyx) > (I(Tyx: —lx4)] 


5, Simp. 

3, Ul 

7,6, M.P. 
5, Simp. 

$8, 9, Conj. 
2, UN 

11, UI 

12, 10, M.P. 
1, UL 

14, 6, M.P. 
15, UI 

16, 9, M.P. 
17, 13, Conj. 
18, EG 


4, 5-19, El 


4-20, C.P. 
21, UG 


Ejercicios de las Púgs. 176-177 


2. 1. (An(PreSx (y lPy:Sy) D x= y] Lx) /.((Px"Sx) > Lx] 
2. Pz*8z 
3. PxrSxy)(Py*Sy) D x = y]*Lx 
4. (yL(Py*Sy) D x= y] 3, Simp. 
9. (P2"S7) Tx=zx 4, UI 
6. x=x% 5,2, M.P. 
7 3, Simp. 
6,7, Id. 
9. Lz 1, 3-8, El 
10. (P3"S3) D Lz 2-9, C.P. 
11. (D[(Px*Sx) > Lx] 10, UG 
4, LL B0lPrylPyix A y) > FrylSx) /-.(y)[(Py: Sy) > (AxPx: Fry) 
2. Py: Sy 
S. PxiíylPyx A y) > Fxy]:Sx 
4. Sx 3, Simp. 
3. —Sy 2, Simp. 
Bb. 14 y 4,5, 1d. 
T. Py 2, Simp. 
8. Pyxjfy 7, 6, Conj. 
9. (wkPyx % y) > Fxy) 3, Simp. 
10. (Py:x 4 y) > Fxy 9, UI 
11. Fxy 10, 8, M.P. 
12. Px 3, Simp. 
3. Px*Fxy 12, 11, Conj. 
- (Ax) PxrFxy) 13, EG 
5. AiD(PxFxy) 1, 3-14, El 
16. (Py: —Sy) > (IN(Px*Fxy) 2-15, C.P. 
17. iy)LPy: Sy) > (Ax(PrFry)] 16, UG 
6. L. (DLE O (w[Fy:Liy) D Sxy]) 


1 BlPeiylEyx Ay) > Lxyl) O AD(PylEy:x A y) > Sxyl) 


2. (IN) (Fx (yiEyex A y) > Lxy)) 

3. FeyllFyex A y) > Lxy] 

4. Fx 3, Simp. 

5. (wiEy:x 4 y) > Lxy] 3, Simp. 

6. Fx O (y)[(Fy*Lxy) D Sxy) 1, UI 

7. (y)l(Ey* Lay) > Sxy] 6, 4, M.P. 

8. (Fy*Lxy) O Sxy 7, UL 

9. (Fy:x A y) > Lxy 5, UI 

10. Exy > (Fy > Sxy) 8, Com., Exp. 
11, (Fy-x 4 y) > (Fy > Sxy) 9, 10, HS. 
J2. (Fy-x 4 y*Fy) > Sxy 11, Exp. 

13. (Fy:x A y) > Sxy 12, Com., Taut. 
14. (y)l(Fyx 4 y) > Sxy] 13, UG 

15. Fx (yl(Fy ex A y) > Sxy] 4, 14, Conj. 


16. ANECIYEyia >) 15,EG 
17. (AD plEyx A y) > Sxy]) 2,3-16, El 
18. 2517 2-17, C.P. 
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Ejercicios de las Púgs. 182-183 
L sd (OI A y O (IPXFX: e 


. (IO FxdyiFyd O x= y) (G)(Gx* FG) > Gd](H)(Hx*VH) > —Hd]) 
9. (x)([Mx- EXVE > Ex] > Vx) (Ja[Mx: Vx: AFYVE: —Fx)) 
IL 2, Ll (INAF)F L (3F)Gx)e 
2, (3F)Fx 2, (Ix)Fx 
y. 
4. 3, EG 3, EG 
5. 4, EG 4, EG 
2, 3-5, El 2, 3-5, El 
1, 2-6, El 1, 2-6, El 
8. 1>7 1-7, C.P. 8. 1537 1-7, C.P. 
8. PL (Ay Ry) > Ra] (Rx 
2. (dy) [(Rxy: Ryz) > Rxz] 1, Simp. 
3. (y)G=)[(Rxy*Ryz) > Raz] 2, UI 
4. (2)[(Rxy«Ryz) > Rx2] 3, UI 
5. (Ray «Ryx) D Rxx 4, Ul 
6. (1) —Axx 1, Simp 
7. —Rxx 6, UI 
8. —(Rxy:Ryx) 5, 7, M.T 
9, —Rxy y —Ryx 8, De M 
10. Rxy > —Ryx 9, Impl. 
11. (y (Rxy > —Ryx) 10, UG 
2. (AyKRiy > —Ryx) 11, UG 
13. (1) > 12 3-12, C.P. 
BN13) 13, UG 
10. 1 (Myl= y) =(FXFx=FY]L / (da =x) 
2. Fx 
3. ——Fx 2, D.N. 
| 4. Fx 3, D.N. 
5. Fx OD Fx 2-4, C.P. 
6. (Fx D Fx)-(Fx D Fx) 5, Taut, 
7. Fx= Fi 6, Equiv. 
8. (FXFx= Fx) 7, UG 
9. (y)l(x = y) = (F)(Fx = Fy)) 1, UI 
10. (x= 1) = (FiFr= Fx) 9, UI 
11. [(x = 1) > (Fi(Fx = Fr)]: 
(PNEx = Fx) > (x = 1) 10, Equiv. 
12. (FXFx = Fx) > (x = 1) 11, Simp. 
13. x=x 12, 8, M.P. 
14. (día = x) 13, UG 


Ejercicios de las Págs. 208-209 


5. Not a toff. 


10. off. 
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Ejercicios de la Pág. 211 


SS UP AA O) AY) 
10. (AAPY AAPP AAPP AAA AA AA APIO) 


Ejercicios de las Páge. 213-214 


1. fo(P. Q) se expresa como —(P-Q) 
f.(P, Q) se expresa como —(P-Q):—(P:—(Q) 
f,(P, Q) Se expresa como —(P-Q): —(P:=Q)*—(—P-Q) 


Ejercicios de la Pág. 217 


” 


1. S(v, —) es funcionalmente completo, pues contiene el mismo “-—” que 
contiene R.S. y el “.” de R.S. es definible en S(v, —) como P-Q =— df 
=(-Pv 0Q). Luego, cualquier función de verdad expresable en R.S. 
es expresable en S(v, —), cuya integridad funcional se sigue ahora de la 
de R.S. 

2. S()D,') es funcionalmente incompleto, pues no contiene wff que pueda 

expresar una función de verdad cuyo valor sea falso cuando todos sus ar- 
gumentos tengan el valor verdadero. La prueba es por inducción fuerte 
sobre el número de símbolos en la wff g(P, Q, R,...) de S(D,') 
a) Si g(P, Q, R,...) contiene solamente un símbolo esoP oQoRo... 
Si todos éstos son verdaderos, entonces g(P, Q, R, ...) no puede tener el 
valor de verdad falso. 
f) Suponer que cualquier twwff que contenga < mm símbolos no puede tener 
el valor falso cuando todos sus argumentos son verdaderos. Ahora, 'consi- 
derar cualquier wff g(P, Q, R,...)> que exactamente contenga m símbolos 
(m > 1). Debe ser o g,(P, Q, R,...)79P, Q, R,...) o g,(P, Q, R, 
..-):9,(P,Q,R,...). Pero g,(P, Q,R,...) yg, (P, Q, R,...) contiene 
cada vna < m símbolos, luego deben tener el valor verdadero si todos sus 
argumentos tienen el valor verdadero. Y dado que TI T y T:T son ambas 
Tí? € 2, ...) no puede tener valor falso cuando todos sus argumentos 
tiener- :1 valor verdadero. Luego, ninguna wff de S(>,:) puede tener valor 
falso rr3mdo todos sus argumentos tienen valor verdadero, luego S(>),:') 
cs funcionalmente incompleto. 

6. S(D,-) es funcionalmente completo, pues el “-_” de R.S. es definible en 
S(O,+) como -—P == dfP + (PIP), y el “* de R.S. es entonces defi- 
nible en S(7,+) como P*Q = df —[P > (P +Q)] Luego, cualquier 
función de verdad expresable en R.S. es expresable en S(7,+) cuya 
integridad funcional se sigue ahora de la R.S. 


Ejercicios de las Págs. 229-230 


l. Lo: mismos modelos que establecen la independencia de los postulados de 
HA. en las Págs. 213-215 sirven para establecer la independencia de los 
axiomas de Py. 


Ejercicios de las Págs. 236-237 
Teo. 6. H(R=—P) D (PR) 


Prueba: F——PIP Teo, 2 
E(R==P) > (PR) DR 3 
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DR6. P2>Q,QIREPIR 


Prueba: PP Teo. 7 
P>0 pr. 
OR pr. 
PR DR5 
Teo, 10. F(PQIR > P(QR) 
Prueba: FH(PO)JR PQ Ax. 2 
FPQP Ax. 2 
H(PQ)R > P DR 6 
FPO > QP Teo.8 
FOPOQ Ax. 2 
FPOO DR6 
F(PO)R > QR DR 7, Cor. 1 
F(PO)JR > P(QR) DR 8 


DR 10. PR,Q>RF(PVQ)R 


Prueba: POR pr. 
0) DR pr. 
(PvQ) > (RvR) DRY 
=—R ID =R=—R Ax.l 
[RD RR O [(R=R) > =—R] Teo. 5 
—(=—R=—R)D ——R RI 
(Ry B) O ——R d£. 
==R IR Teo. 2 
(PvO) OR DR5 


Teo. 14. F[PQO RD [PO(Q)R) 


Prueba: + =—(Q—R) bo) (Q—R) Teo. 2 
FP —(QR) > P(Q—R) DR 7, Cor. 2 
F POR) > (PQ)—R Teo. 10, Cor. 
FP (QR) D (PO) —R DR 6 
E(P=AQR) D (PO)—R) > 

UPO—R > —[P=—(Q—R))) Teo. 5 

E[(PO)>R] > —[P—-—(Q—R)] R1 
F[PQOR]II[PD(0 > R)] d£. 


Ejercicios de la Pág. 241 
Teo. 17, Cor. FP (PvQ) 


Prueba: FP (Q vP) Teo. 17 
F(QvP) > (PvQ) Teo. 11 
FPO(PvYQ) DR 6 
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DR 14. PQFPQ 
Prueba: PIJ(Q PO) Teo. 15 
P pr. 
Q > (PQ) Rl 
Q pr. 
PQ Rl 
Ejercicios de las Págs. 243-244 
DR 2. (PQ) (RI S)PvREQvS 
Prueba: (P > Q)(R > 8) pr. 
P>0 DR 19 
ROS DR 19, Cor. 
(PvR)53(QvS) DRY 
PvR pr. 
QvS R1 
Teo.30. FP(Q vR)= PQ y PR 
Prueba: FPO DP Ax. 2 
FPROIP Ax. 2 
(PO v PR) > P DR 10 
FPO > QP Teo. 8 
FOP>O0 Ax.2 
FPODQ DR 6 
FPR O RP Teo. 8 
ERPIR Ax. 2 
FPROIR DR 6 
F(PQ v PR) O (O vR) DRY 
F(PO v PR) O PIO Y RB) DR 8 
FPOvY RBD (O v RP Teo. 8 
F(Ovr REPO OP HP Teo. 18 
¡ROvVHh 2 PvP DR 6 
FPOP=TIQ Teo. 21 
ERGO Ro POS RP MT IV, Cor. 
FRP= PR Teo. 21 
FPOvY R) 5 PO y PR MT IV, Cor. 
FRÍO v R)= PO v PR DR 14, df. 
Ejercicios de la Pág. 273 


Se ha probado ya que el sistema de H. A. es un sistema modelo de la 
lógica. Como Py tiene los mismos símbolos primitivos que H.A. es, también, 
funcionalmente completo. La analiticidad de Py se rnmuestra usando tablas 
de verdad que muestran que sus cuatro axiomas son tautologías, y entonces mos- 
trando que cualquier wff que se sigue de las tautologías por aplicaciones 
repetidas de la regla de P, debe también ser una tautología. Dado que sus 
Axiomas 1, 2 y 4 son los mismos que los Postulados 1, 2 y 4 de H. A. y 
dado que su regla es la misma regla R'1 de H. A. y porque los primitivos 
de los dos sistemas son los mismos, podemos probar la integridad deduc- 
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tiva de P, derivando P 43 de H. A. a partir de los cuatro axíomas de Py. 
Primero, estableceremos una regla derivada para P,: 


DR1. PIQOQODRIPLPOR 


Demostración: 1. (Q>RBR)[PvYO)>(—PvR)] Ax 4 j 
2. GIR premisa 
3. (PvO)D(PvRA) Regla 
4I(POQDI(PIR) d£. 
5. PQ premisa 
6. PR Regla 


Teo. 1. (Pro) >(0vP) 


Prueba: 1. [2 >5(QvP)] > ((PvO) > [Pv(Q v P)) Ax. 4 
2. Q(QwP) Ax. 2 
3. (PvO)> [Pv(Q vP)] Regla 
4. [Pv(Q v P) > [OQ v (P y P) Ax. 3 
5. (PvQ) > [O v(P v Py] DR 1 
6. (PvP) > P]> ([Ov(PvP] O (O vP)) Ax. 4 
7. (PvP) P Ax. 1 
5. [Ov(PvP]D(QvP) Regla 
9. (PQ) 3 (QvP) DR 1 
Ejercicios de la Pág. 277 
1. 1. CAppp 
2. CpÁpg 
3. CApgAgp 


4. CCpqgCArpArq 


Ejercicios de la Pág. 279 

2. PLP:¡:PJP.].PJP:.J:.PJP:J:P]P.].PJP 
6. PI|Q.|.P]Q:|:P|P 

8. PJP:J:PJP.].PJP:.J:.PJP:J:PJP.J.PJP 
Ejercicios de la Pág. 300 


Teo, 4. EXP Q) > [GP > (390) 


Prueba: (PO Q)F(N(P OQ) (PQ) P5 
PO OQ) Q) premisa 
(MP O)FPIO R1 
(PD Q)F=Q0 5 =P a) 
o 2 Orale > a R2 
(DP ODO 5 (9- DR5 
(DP. 0) ad 0) 6) 
a. 3 O) (DL O (30 d£. 
(02 > Q) > [(3P > 300] D.T. 
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Ejercicios de las Págs. 305-306 
Teo.13. H(I(P-Q) > (30P-(300 


Prueba: El[(0)-—Pv(9=Q]1 > (DP v —0Q) Teo. 10 
AAPP Y —Q) D [9 —P v (2) Q) Dd. 
AD APLO) > Pl) 0] Dualidad 
Teorema, Y, y RR. 
E (ID(P-Q) > AP (EDE df, 
Teo. 21. F(APOQ)=(IHP>Q 
Prueba: (AQ —P)=—Q0 0 (y P Teo. 20 
EP O Q)= (PD —=Q O y RR. 
EP Q)= PO OQ O y RR. 
HP OO) =P df. 


DR 6. PD QF(PIQ 


Prueba: PQ premisa 
(HP > Q) R2 
GDP>Q0 Teo.21 y RE. 


Ejercicios de la Pág. 314 
2. AwdANFÍ. v) D [Gl y HI [[G() y Hy)] > Fíw, 2)]) 
4. IYaAdBYDF y) > Flz w)] 
Ejercicios de la Pág. 316 
L AAGDE UA y Hy)] y Ho): —[D(S + —D(91) 
3. (Ty BUG y) y Ez): —[D(t)* —D(8)) 
Ejercicios de la Pág. 319 
a ANIMAN y) y Gl] 
3 AWOIYANO UF y) [D(w)* —Díw)]] > Híw, x)) D Hiw, 1) 
Ejercicios de la Pág. 342 


2. p 6. (p-qvr 10. pvp 


Ejercicios de la Pág. 350 
Teo. 2. Hay a lo más una entidad 1 en € tal que an 1l=«. 


Prueba: Suponer que hay entidades 1, y 1, tales que a N 1, = a, 
ae N 1, =«. Entonces 1,nN1l.=1 y 12N1,=*%.1nN1l= 
1, M1, por Ax. 6. 


Luego 1, = 1, mediante dos sustituciones de iguales por iguales. 


390 Soluciones de Ejercicios Selectos 


Teo. 7. 0X%1 


Prueba: Suponer O = 1. Entonces por Ax. 10 
ax 0 y a%1. Sin embargo, 


hay un a en C tal que 


aRl=anN0 por la hipótesis de que 0 = 1. 
a=anao Ax. 4 
a=0 Teo. 6 


contrariamente a a 40. Luego, la suposición de O = 1 debe 


ser falsa, así 0x%1. 


Teo. 12. aU'BUy)=(a U B)U y 
Prueba Lema 1l. aU(aNfK$)=a 


Prueba: aU (a N B)= (an y U (an 8) 
=an(1U 8) 
=an( ul 
=aM1 


Lema 2. aN(xUfB)=a 


Prueba: aN(aUB=(a UONa Up 
=aU(0N A) 
=0aU (BNO) 


Ax. 4 
Ax. 8 
Ax 5 
Teo. 5 
Ax. 4 


Ax. 3 
Ax. 7 
Ar 6 
Teo. 6 
Ax. 3 


Lema3. siaeNy=e y BNy=f Entonces (a Uf]INy=aUB 


Prueba: (aUBINy=yNM(a U $) 
=(yNa)U(YN KB) 
=(aNYuU(BN y 

=aUufñR 


A. aN[e U(BUy]=a 
PBN(«U(BUY]=(803U[BN(BU y] 
=(BNeUR 
=PfUIBN a) 
B. BN[aU(BU y] =$ 
C. (4 UBN(a V(BU y] =aU PB 
yN[«U(BU y) = y N [(8 UYU al 
= (yN(BUNU (YN a) 
= [y N(yUB)U (YN a) 
=yU(yNa) 
D.yN [a U(BU yl =yY 
E. [(aU B)JU y] N [« U (BU y] = (a U B)U y 
a N [4 U BU y] =[a N (4 U BN] U (a A y) 
=aU(an y 


Ax. 6 
Ax. 8 
Ax.6 
hipótesis 


L. 1 


Ax. 5 


L. 1 

por L. 3 a partir de C, D. 
Ax. 8 
L. 2 
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FE aN[aUusUy]=a L 1 
BO[(AUBUyY=[B0(«U BJU(BN y) Ax. 8 
=[B0(BU»)U(BN y) Ax. 5 
=RU(BN Y L. 2 
C.PNIaUBUy)=A L.1 
y N [la UBJU y] =yM [yU (a U 8) Ax. 5 
H.y OM [(a U BJU y] = L.2 
TL (BUNYON[(aU SU y] =BU y por L. 3 a partir de G, H. 
J (aU(BUAIN [AU BUY] =aU(BU y) por L. 3 a partir de F, 1. 
aU(BU y) = [a U (BUY) [la U B) U y] J 
= [(aUBU YN [a U (BY y)] Ax 6 
aU(BU y) = (a U B)U y E 
Teo. 20. sia N BHO y BN —y=0, Entonces aNy 0 
Prueba; (AN YNKA=aN(YAN Bf) Teo. 13 
=aM(B0N y Ax 6 
=(angn y Teo. 13 
=((ANfANy]UO Ax. 3 
= [(aA NBA y U (e N 0) Teo. 6 
= (AN BN y Uan (Bn —»y hipótesis 
= [la N BN yu [a N Bn —y) Teo. 13 
=anA Teo. 11 
aNYDBXO hipótesiss 


aNnyxo Teo. 16 


l 
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Conyunto, 23, 323-331 
Maxgaret, 11 
Corchetes, véase también Paréntesis 
Cortés, 44 
Correspondiente, 
72. 341-342 
Cosa, 87 
C.P., 73-74, 80-84 
Cuadrado de oposición, 90, 92-93, 304 
Cuantificación, 89-94, 110-112, 116, 
177-182; véase también Cap. 9 
existencial, 89, 110-112 
orden de, 146 
palabras de, 151-152 
reglas de, 96-100, 114-126, 137- 
138; véase también EG, El, UG, 
UI 
universal, 90, 110-112 
Cuña, símbolo, 26, 27, 209, 210, 
257, 291 
Curry, H. B., 276n 
cwff, 314-315, 323-324 


condicional, 46-47, 
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Church, Alonzo, 218n, 229, 262n, 
276n, 318n, 362n 
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Daga, función, 277-279 
D.D., 51 
Débil 


disyunción, 25, 209, 351 
inducción, 215-216 
Deducción, 185-187 
método de, 252-253; 
bién Cap. 3 
natural, 96-100, 115-126, 138-139, 
307-312, 330 
teorema de, 235, 238-241, 298-299, 
324 
Deductivo 
argumento, 18 


véase tam- 
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completud, 195-197, 223-244, 246- 
250, 260, 271-273, 319-331 
sistema, véase Cap. 6; Apéndice B 
Definición, 185-187, 188-189 
circular, 186 
contextual, 173 
de la identidad, 179, 360-361 
de la implicación material, 32, 47 
de la lógica, 15 
en uso, 173 
explícita, 173 
formal, 179 
inductiva, 207 
recursiva, 207-208, 257, 280, 292 
Definida, descripción, 167, 172-176 
Definidos, términos, 188-189, 256, 292 
De M., 57 
De Morgan, Augustus, 46-47, 142 
teoremas, 46-47, 57, 71, 128, 243 
304, 335-336, 345 
Demostración, 132-139, 219, 324 
en H. A., 258 
en R, $., 219-221 
en RS,, 294-295 
Derivada, regla de inferencia, 221, 232 
Descartes, 883 
Descripción definida, 167, 172-176 
Destructivo, dilema, 51, 70, 243 
Deuteronomio, 30 
Diádicas 
funciones, 213 
relaciones, 142, 161-163 
Dilema, 51, 70, 71, 243 
Dilling, David R., 9 
Dist., 57 
Distribución, principios de, 56, 
128, 241, 244, 246, 335, 336, 
Disyunción, 25-29, 209, 217, 352 
Disyuntiva, forma normal, 252, 
booleana, 339-342, 346-347 
Disyuntivo, silogismo, 25-26, 36-37, 
51, 69, 128, 243 
Disyunto, 25 
D.N., 57 
Doble negación, principio de, 46, 58, 
128, 234, 241, 243, 244, 335, 344 
Dodgson, Charles Lutwidge, 167 
D.S., 50, 51 
D.T., 240-241, 
Dual, 309 
Dualidad, 302-305 


60, 
344 


338 


298-300 
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Eclesiastés, 30, 96 
Efectivo, 38, 58, 208, 218, 221, 251, 
353 
EG, 98, 100, 116, 120, 137, 156, 308 
El, 98, 116, 123-124, 138, 156-157, 
308-310 
Einstein, 191 
Either, 27-28 
El (artículo definido), 157, 172-176 
Eliot, George, 168 
Eminhizer, Earl Eugene, 9 
Entimema, 164-165 
Enunciado, 17, 20; 
Proposición 
aritmético, 172 
compuesto de función de verdad, 24 
contingente, 44, 85 
contradictorio, 44 
excepulvo, 169 
forma de, 43, 46 
implicativo, 31 
simple y compuesto, 23-25, 95, 209 
tautológico, 44 
variable, 35 
E proposición, 91-94, 304, 343-348 
Equivalencia(s), 57 
formal, 361 
lógica, 45-47, 56, 103 
material, 45, 57, 210, 244, 351 
semánticos, 355 
Esaú, 30 
Específica 'rva 
de un ármomienta ? 
de un enunciad”». +. 
Esquema; 215, 216 
Euclides, 75, 187-191 
Euclidiana, geometría, 187-191, 196- 
197, 199, 255, 256 
Evans, Mary Ann, 168-170 
Exceptivos, enunciados, 169-170 
Excluido, medio, 234 
Exclusiva(s) 
clases, 345-347 
disyunción, 25-29, 217 
Exhaustivas, clases, 346-347 
Existencial 
cuantifieación, 89, 110-112 
cuantificador, 89-90 


véase también 


Y £1, 66 


generalización, 97, 120-121; véase 
también, EG 
instanciación, 98-100, 114, 
121-125; véase también El 
Expansión 
booleana, 339-342, 346 
ley de, 345 
Exportación, 57 
principio de, 57-58, 59, 72, 238, 243 
Expresiones de clases, 345 
Expresiva, completud, 194, 209 
Extendido, cálculo funcional, 333, 362 
Extensionalidad, principio de, 56; véa- 
se también Regla de reemplazo 
Ezekiel, 156 


116, 
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Factores, 245-246 

Falacia 
de afirmar el consecuente, 40 
de negar el antecedente, 40 

Feigl, H., 365n 

Fi, 90, 92, 116, 117 

F.N.C., 271 

Forma 
booleana normal, 339-342, 346 
de argumento, 34-40, 46-47, 341 
de argumento válido elemental, 


50-51 

de silogismo categórico válido, 
348-349 

específica de un argumento, 36, 
40, 51 


específica de un enunciado, 43 

normal, 311-319, 338, 339 

normal de Skolem, 316-319 

normal prenex, 311-314 

sentencial, 43, 46 

Formal 

criterio, 200 

definición, 179 

equivalencia, 361 

naturaleza de la validez, 35 

prueba de validez, 49-52, 56-60, 
83, 114-116 

sistema deductivo, 
352 

verdad, 43-44 


191-197, 349, 


Indice Alfabético 399 
Fórmula, 192-193, 199, 206, 292 
bien formada, 198-200, 206-208, 
292 
de tipo R, 315 
proposicional asociada, 294-295 
f.p.a., 294-295 
Frege, G., 173n, 180n, 230, 333n 
F.S., 230 
Fuerte 
disyunción, 26, 209 
inducción, 216-217 
Función 
binaria, 213 
cálculos, 255; véase también Cap. 9 
daga, 277-279 
de verdad, 212-215 
diádica, 213 
monádica, 212 
orden de una, 357-359 
proposicional, 88, 108-109, 
119, 143 
singular, 211 
ternaria, 213 
triádica, 213 
unaria, 212 
Funcionalmente completa, 209, 211, 
215, 277-279 
Funciones diádicas, 213 
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Galileo, 185 
Gamma, 323 
Gardner, Martin, 339n 
Generalidad 
ilimitada, 149 
limitada, 149 
ventaja de la, 193 
Generalización, 89 


existencial, 98, 116, 120; véase 
también EG 
universal, 96-97, 114, 124-126; 


véase también UG 

General, proposición, 87-94, 103, 108- 
113 

Genesis, 30, 155 

Gentzen, Gerhard, 96n 

Geometría, 97, 187-194, 197, 255-256 

Gódel, Kurt, 320n, 333n 

Gótlind, 230 
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Gould, J. A., 173n, 333n 
Grant, 141 

Grelling, K., 356, 359, 362. 364 
Gross, Barry R., 9 

Guerry, Herbert, 9 


SS E a 
H. A., 257 
Heath, Thomas L., 192n 
Hebreos, 96 


Henkin, Leon, 320n 
Henxy, O., 168 
Hereditaria, 68-72, 223 
Heterológica, véase Apéndice C 
Hilbert-Ackermann, sistema, 8, 257, 
273, 281 
Hilbert, D., 257 
Hipótesis de alcance limitado, 81-84 
100, 116, 123-194 
Hipotético 
enunciado, 31 
silogismo, 38, 39, 51, 60, 69-70, 


237, 243 
Hiz, Henry, 262n 
H. S., 50, 51 


Hullett, James N., 9 
Huntington, E. V., 349n 
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Id., 168, 169 
Identidad, 162, 167-176, 331--333 
axioma para la, 331 
definición de, 179, 360-303 
de indiscemibles, 168 
principio de, 168, 169 
Impl., 57 
Implicación, 31 
material, 33, 38-39, 45, 57, 244 
Implicado, 31 
Implicativo, enunciado, 31 
Impredicable, 179-181, 355 
Inclusión, 343, 348, 351 
Inclusiva, disyunción, 25-26 
Incompletud 
deductiva, 261-262 
de un conjunto de reglas, 67-72 
funcional, 216-217 
Inconsistente, 84-85, 104n, 194 195 
319, 325, 328; véase Contradicción 


Indefinidos términos, 
293 
Independencia variable, 211 
Indirecta, demostración, 75-77, 79, 84 
Indiscernibles, entidad de, 168 
Individual, 88, 320, 328 
constante, 88, 110, 290, 326, 328 
símbolo, 290 
variable, 88, 109, 110, 290 
Individuo 
arbitrariamente elegido, 97, 109 
Inducción 
débil, 215-216 
fuerte, 216-217 
Inductivo(a ) 
argumento, 18 
definición, 207 
Inferencia, 16, 21 
inmediata, 347 
mediata, 348 
regla de, 50, 52, 56-60, 67, 96, 
127-128 
regla derivada de, 221 
Inicialmente situado, 311 
Inmediata, inferencia, 347 
Instanciación, 88 
existencial, 92-100, 114, 116, 121- 
124; véase también El 
universal, 96 18-120; véase tam- 


188-189, 196, 


bién UI 
Instancia de >. :ou:ución, 36, 43, 51, 
ga 110 
A 1able ligada, 306 
“uterpre? ata»,  »» 203-204, 206, 203. 


212, 321.52; 328-329 
alternativa, 193, 351-353 
de un sistema, 321 
normal, 200, 212, 219, 230, 257, 
321-322, 329 
prueba de consistencia de, 196 
prueba de independencía de, 195 
Intersección, 343 
Intransitivas, relaciones, 161 
Inválida, 18, 35-36 
forma de argumento, 36 
Invalidez, prueba de, 66-67, 102-106 
lota, 172 
1.P., 76 
Irreflexivas, relaciones, 162 
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H. A., 257 

Heath, Thomas L., 192n 
Hebreos, 96 
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Hilbert-Ackermann, sistema, 8, 257, 
273, 281 
Hilbert, D., 257 
Hipótesis de alcance limitado, 81-84 
100, 116, 123-124 
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Identidad, 162, 167-176, 331-333 
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definición de, 179, 360-303 
de indiscemibles, 168 
principio de, 168, 169 
Impl., 57 
Implicación, 31 
material, 33, 38-39, 45, 57, 244 
Implicado, 31 
Implicativo, enunciado, 31 
Impredicable, 179-181, 355 
Inclusión, 343, 348, 351 
Inclusiva, disyunción, 25-26 
Incompletud 
deductiva, 261-262 
de un conjunto de reglas, 67-72 
funcional, 216-217 
Inconsistente, 84-85, 104n, 194 195 
319, 325, 328; véase Contradicción 


Indefinidos términos, 188-189, 196, 
293 
Independencia variable, 211 
Indirecta, demostración, 75-77, 79, 84 
Indiscernibles, entidad de, 168 
Individual, 88, 320, 328 
constante, 88, 110, 290, 326, 328 
símbolo, 290 
variable, 88, 109, 110, 290 
Individuo 
arbitrariamente elegido, 97, 109 
Inducción 
débil, 215-216 
fuerte, 216-217 
Inductivo(a) 
argumento, 18 
definición, 207 
Inferencia, 16, 21 
inmediata, 347 
mediata, 348 
regla de, 50, 52, 56-60, 67, 96, 
127-128 
regla derivada de, 221 
Inicialmente situado, 311 
Inmediata, inferencia, 347 
Instanciación, 88 
existencial, 92-300, 114, 116, 121- 
124; véase ta nbién El 
universal, 96 ¡18-120; véase tam- 
bién UI 
Instancia de +. si ¿ución, 36, 43, 51, 
Ba. 110 
ire» >> mb table ligada, 306 
“uterprer azuóo,  »» 203-204, 206, 205, 
212, 321--52., 328-329 
alternativa, 193, 351-353 
de un sistema, 321 
normal, 200, 212, 219, 230, 257, 
321-322, 329 
prueba de consistencia de, 196 
prueba de independencia de, 195 
Intersección, 343 
Intransitivas, relaciones, 161 
Inválida, 18, 35-36 
forma de argumento, 36 
Invalidez, prueba de, 66-67, 102-106 
lota, 172 
LP., 76 
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Jacob, 30 
Jáskowski, Stanislaw, 96n 
Jennings, R., 9 
Jerarquía 
de las proposiciones, 359-360 
de los órdenes, 357 
de los tipos lógicos, 180, 356-358 
Job, 30 
Johnson, Dr. Samuel, 288 
Jonatán, 30 
Jorgensen, J., 279n 
Justificación, 50, 58, 232 


E, JA 


Kaplan, 169 
Kepler, 185 
Kiing, G., 256n 
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Lambda, 323 
Langford, C. H., 276n 
Lee, Karen, 10 
Leibniz, 168 
Lenguaje, 20-21, 199-200, 203-205 
niveles del, 203-205, 362-365 
objeto de, 204-205, 364-365 
sintaxis del, 203, 204 
Lewis, C.I., 276n 
Libre, ocurrencia de una variable, 117; 
véase también, El, UI 
Ligadura de variables libres; véase 
también EG, UG 
Limitada(o) 
alcance de una hipótesis, 81-83, 
100, 116, 122-123 
generalidad, 149 
Lincoln, 141, 152, 167, 172 
Lobachevsky, 191, 255 
Loftin, Robert W., 9 
Lógica 
analogía, 35-36 
ciencia de la, 
definición, 15 
equivalencia, 45-46, 57 
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simbólica, 20-22 
suma, 245, 246, 343 
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tipos de 180-181; véase también 
Apéndice C 
verdad, 104r, 131, 139, 145, 320, 322 
Logístico sistema, 197-201, 349; véase 
también Caps. 7, 8, 9 
L.S., 230 
Lucas, 96 
Lukasiewicz, J., 204n, 230, 255, 276 
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Margaret, Copi, 9 
Marsh, Robert Charles, 180n 
Matemática, inducción, 215-217, 361 
Mateo, 156 
Material 
equivalencia, 45, 57, 210, 244 
implicación, 32, 38-40, 45, 57, 128, 
244 
Matriz, 314 
Matthews, Warren, 9 
Máx, 69 
Maximal, 327-329 
Mediata, inferencia, 318 
Medio, excluido, 234 
Mentiroso, paradoja del, 204; véase 
también Apéndice C 
Metalenguaje 203-205, 362-365 
semántico, 203 
sintáctico, 203 
Meta-metalenguaje, 362-365 
Metateorema, 214 
Min, 69 
Mínima cota superior, 361 
Miqueas, 95 
Modelo, 68, 103-106, 147, 223, 259- 
262, 320-323 
de cuatro elernentos, 260-261 
de seis elementos, 261-262 
de sistema de lógica, 256 
de tres elementos, 68, 224, 259-260 
Modus 
ponens, 3840, 50-52, 58-59, 69, 
115, 219, 243, 280 
tollens, 38-40, 51, 58-59, 69, 243 
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Monádica función, 212 

M.P., 50, 51 

M.T., 50, 51 

Múltiplemente generales, proposicio- 
nes, 108-113 

Multiplicación de clases, 343 

Multivaluada, lógica, 255 

Murungi, Robert W., 9 
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N, 280-287 
Nagel, Ernest, 333n 
Napoleón, 182 
Natural, deducción, 96n, 138, 307- 
312, 330 
Negación, 25-26, 335 
alternativa, 278 
conjunta, 278-279 
del antecedente, falacia de la, 40 
de un cuantificador, 133 
Negativa, proposición 
particular, 91 
singular, 88 
universal, 91 
nEgO, 91 
Nelson L., 355n 
Newman, James R., 333n 
Newton Isaac, 185 
Nicod, J.G.P., 279-287 
“Nini”, 28 
Niveles de lenguaje, 203, 205, 362- 
365 
No euclidiana, geometría, 190, 196 
No implicación 
material, 218 
recíproca, 218 
Normal, forma, 311-319, 338, 339 
booleana, 339-342, 346-347 
conjuntiva, 271-273, 336 
de Skolem, 316-319 
de tipo R., 315 
disyuntiva, 252, 338 
interpretación, 200, 208, 212, 219, 
230, 257, 321-323, 328-330 
prenea, 311-314 
Notación 
libre ... paréntesis, 276 
pol.ca, 277 
Nu, 36, 117 


Numerales, arábigos y romanos, 6-7 
Numéricas, proposiciones, 171 
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O, 25-29 
proposición, 91-93, 304, 343, 347- 
348 
Objeto, lenguaje, 203-206, 362-365 
Ocurrencia libre de una variable, 109, 


135, 294 
Oración, 16, 20 
Orden 


de funciones, 357 

de las palabras, 28 

de las proposiciones, 359-360 

de los cuantificadores, 146 

de precedencia, 210, 274-275, 291 
Operaciones algebraicas sobre erun- 

ciados, véase también Apéndice A 

Operadores, 205, 215 

raya y daga, 277-278 
Oposición, cuadrado de, 90, 92, 304 
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Palabras, temporales, 151 
Paradoja 

de la implicación material, 45 

del mentiroso, 204; véase también 

Apéndice C 

Paradojas epistemológicas, 355 
Paréntesis, 26, 88n, 210, 273-275 
Parte, bien formada, 292 
Particulares, proposiciones, 90-93 
Pierce, Charles, 15, 278n 


la ley, 85 
Pfeiffer, John E., 339n 
P¿, 230 
Pi, 336 


Pitágoras, 187-188 

Platón, 141, 143, 177 

Pr, 230 

Polaca, notación, 277 

Pólux, 23 

Ponens, véase Modus ponens 
Porte, Jean, 9, 262n 

Porter, William Sidney, 168 


Posible universo no vacío, 103-106, 
320-322 
Post, E.L., 194, 256 
criterío para consistencia de, 194, 
223, 295 
Postulado de las paralelas, 189-190, 
196 
Precedencia, orden de, 210, 274-2705, 
291 
Predicable, 179 
Predicado(s) 
cálculo de, 289n 
constante de, 290 
símbolo de, 290, 321 
término de, 87, 343 
variable, 177-179, 290 
Prefijo, 314 
rremisa, 17 
sobreentendida, 164 
subentendida, 221 
suprimida, 164 
Prenex, forma normal, 311-314 
Primaria, ocurrencia, 175 
Primer orden 
cálculo funcional de, véase Cap. 9 
función de, 357, 361 
proposición de, 359-360 
Primitivos 
símbolos, 205, 256, 290 
términos, 196, 256 
Principia mathematica, 257, 359n, 
360n, 361, 364 
Principio de simplificación, 51, 59, 
115, 128, 243 
Problema decisorio, 251-259 
Proceso de inferencia, 16 
Proclo, 190 
Producto de clases, 343 
Proposición, 17, 20, 91-94, 343, 347- 
348; véase también Enunciado 
afirmativa particular, 91-94 
afirmativa singular, 87-88 
afirmativa universal, 91-93 
categórica, 343-348 
general, 87-94, 103 
múltiple general, 108-112 
negativa, 88, 91 
numérica, 171-172 
órdenes de, 358-360 
particular, 91 
relacional, 141-152 
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simplemente general, 108 
singular, 87-89, 108 
sujeto-predicado, 91-94, 343 
tipo A, 91-94, 304, 343, 347-348 
universal, 91 
Proposicional 
cálculo, 200; véase también Caps. 
7 y 8 
constante, 289 
función, 88, 108-110, 114-190, 143 
símbolo, 205, 289, 321 
variable, 206, 289 
Proposiciones 
numéricas, 171 
particulares, 90-93 
Prótasis, 31 
Proverbios, 30, 95, 155 
Prueba 
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condicional, 72—74, 76-83, 244, 298, 
307 
de analiticidad, 221-229, 295, 329 
de completud funcional, 211-215, 
277-279 
de consistencia, 196, 222, 294-295 
de incompletud de las reglas, 67-72 
de incompletud funcional, 216-217 
de invalidez, 66-67, 102-106 
de la completud deductíva, 246-250, 
271-272, 319-331 
de la incompletud deductiva, 260- 
262 
de la independencia de los axiomas, 
195, 223-2299 
de una tautología, 78-79 
de validez, 49-52, 56-60 
en R.S., 232-234 
formal, 49-52, 56-60, 83, 114-116, 
219 
indirecta, 75-77, 79, 83, 244 
más breve, 128 
por reducción al absurdo, 75-77, 
79, 84 
vs demostración, 232-233 
Psi, 93, 116 
Psicología, 15-16 
Puntuación, 27-28, 273-277 
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Ramificada teoría de tipos, 357 
Ramsey, F.P., 355, 360n, 363n 
Rango, 316 
Rasiowa, 230 
Razonamiento, 15-16 
Raya, función, 277-279 
Real, variable, 109n 
Recursiva 
definición, 206-208, 257, 280, 293 
regla, 257, 280, 292 
Reducción al absurdo, 75, 76, 84, 85, 
190 
Reductibilidad, axioma de, 361-383, 
365 
Redundancia, 58-59, 195 
en la puntuación, 273-274 
Reemplazo, regla de, 56-58, 241, 267, 
301 
Referencia, 173-176 
Reflexivas, relaciones, 162-163 
Reforzada, regla de demostración con- 
dicional, 80-84 
Refutación por analogía lógica, 35-36 
Regla 
de cuantificación, 96-100, 114-1265, 
219; véase también EG, El, UG, UI 
de demostración condicional, 72-74, 
77, 80-83 
de inferencia, 50, 51--52, 59, 67, 
96-100, 115-126, 127, 219, 258— 
259, 294 
de la lógica, 197 
de prueba condicional, 80-83, 244, 
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de prueba indirecta, 75-77 
de reemplazo, 56-58, 241-Ú49, 267, 
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cionales, 318n 
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práctica, 60 
recursiva, 257, 280 
Regresión, 186, 189 
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asimétricas, 161-162 
cuaternarias, 142 
diádicas, 142 
implícitas, 147 
intransitivas, 162 


irreflexivas, 162-163 
véase Cap. 5 
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Restringido, cálculo funcional, 289n 
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Rockefeller, 19, 35 
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Rosser, J. Barkley, 209n, 256, 256n 
R.R., 301 
R.S., 209, 352-353 
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proposición de, 359 
Sellars, W., 365n 
Semánticas(os), 199-200, 203, 209n, 
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paradojas; véase Apéndice C 
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